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4 Kapitel 1. Eigenwerte

1. Eigenwerte

1.1 EigenwerteinschlieBungen

Erinnerung: Ist A € K™, dann ist p(\) = det(A — AI) ein (komplexwertiges) Polynom
iiber C vom Grad n. Jede der n Nullstellen von p ist ein Eigenwert von A, das heifst, zu
einer solchen Nullstelle A gibt es einen Eigenvektor 0 # x € C" mit Ax = Ax; umgekehrt
ist auch jeder Eigenwert eine Nullstelle von p. Die Menge aller Eigenwerte nennt man das
Spektrum o(A) von A. Aus A € o(A) folgt A € o(A*).

Eigenwerte sind selbst bei reellen Matrizen im allgemeinen nicht reell. Ist aber A € R™*"
und A € o(A), so ist auch A € 6(A), denn aus Ax = Ax folgt

AX = Ax = \x = \X.

Die Eigenwertgleichung Ax = Ax ist nichtlinear beziiglich der gemeinsamen Unbekannten
(A, x). Daher sind die meisten numerischen Verfahren zur Berechnung von o(A) iterativ
und manchmal auch nur lokal konvergent. Aus diesem Grund ist die folgende Sammlung
relativ einfacher Ergebnisse iiber die Lage der Eigenwerte einer Matrix von Bedeutung.

Satz 1.1 (Gerschgorin) Sei A = [a;;] € K™ und A ein beliebiger Eigenwert von A.

Dann gilt
)\EUKZ: {ZE(CI |z—ai,i| §Z|CLZJ|} (11)
i=1 j=1
JF

U

n
i=1

Beweis. Sei Ax = Ax mit x # 0. Dann existiert ein x; mit |z;| < |z;| fiir j # . Folglich
ist

)\SL’Z' = [AX]Z = ZCLZ'J.CL’]'
j=1

und weiter
A —aiil = | D ai = <Y a2 <D laigl:
=1 L =1 Wil 4
J#i J#i <1 JFi

Alsoist A € K; € Uj_, Kj. O
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Wegen A € o(A*) gilt entsprechend

beziehungsweise

)\EOFZ IO{ZGCLZ-C%AS&‘CL],Z‘} (12)
=1 =1 j=1

i

Dies ist der Satz von Gerschgorin angewendet auf A*.

Ist A eine beliebige (n x n)-Matrix, dann ist (A + A*)/2 hermitesch und (A — A*)/2
schiefhermitesch, dies bedeutet

1 * 1
—(A — A~ =—(A—A".
(50a-49) =-ja-a9
Offensichtlich gilt
1 1
A = Q(A +A") + Q(A — A%).
Definition 1.2 Unter dem Wertebereich einer Matrix A € K™*" versteht man die
Menge aller Rayleigh-Quotienten x*Ax/(x*x) mit x € C"\ {0}:

x*Ax

W(A):{ o :xeC"\{O}}cC

Lemma 1.3
1. W(A) ist zusammenhégend.
2. Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Apin, Amax]-
3. Ist A schiefhermitesch, dann ist W(A) ein rein imaginéres Intervall, ndmlich die

konvexe Hiille aller Eigenwerte.

Beweis. 1. Sei &y # & € W(A) mit

x§Axg _ xjAXxy
’ 1 —

o = , X, X1 € C™\ {0}.

X(Xo XiX1
Offensichtlich ist x¢ # Axy, da sonst & = &;. Fur ¢ € [0, 1] ist

*A
& = X;(*th e W(A) mit x;:=x¢+t(x; —Xg) € [x0,%x1] Z0
t 5t

eine stetige Kurve, die £ mit & verbindet.
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2. Ist die Matrix A hermitesch, dann sind alle Eigenwerte reell und es gilt

min x*Ax = Apin||X[|3,  min x*Ax = A |x][3.
xeCn xeCn

Hieraus ergibt sich die Behauptung.
3. Wegen A* = —A ist A hermitesch:

(iA)" = iA* = —iA* = iA.

Da W(iA) = iW(A) und o(iA) = io(A) ist, folgt die Behauptung aus der zweiten
Aussage.
U

Klar: Es gilt immer o(A) C W(A).

Satz 1.4 (Bendixson) Sei A € K™ beliebig. Dann liegt das Spektrum von A in dem
Rechteck

o(A) C R = W(%(A+A*)) +W<%(A - A*)).

Beweis. Wir zeigen
1 * 1 *
W(A) C W<§(A +A )) + W(Q(A —A ))
Sei x € C"\ {0}, dann folgt

x*Ax  X” [LA+A")+1(A-AY]x

X*X X*X
1x*(A + A~ 1x*(A — A~ 1 1
:_X( + )X—l——x( )XEW<§(A+A*))+W<§(A—A*)>.

2 X*X 2 X*X

Beispiel 1.5 Fiir die Matrix

>

Il
— O
—_

—_
O = W

ergeben sich nach (1.1) bezichungsweise (1.2) die folgenden Einschliefungen:
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Gerschgorin fur A Gerschgorin far A*
5 w w w w 5— w w w w
of o | i L
S

6 8_5

Der symmetrische und schiefsymmetrische Anteil von A ist

, 10 2 ) 0
H=--(A+A9 =0 -1 1|, S=-(A—A9=]0
2 2 1 0 2

o O O

1
0f.
-1 0
Zur Anwendung des Satzes von Bendixson schliefsen wir die Spektren von H und S wieder
mit dem Satz von Gerschgorin ein, was auf das Rechteck

fithrt. Das Spektrum von A muss im Schnitt aller drei Einschlussmengen liegen:
5

-5 _4‘-

-2 0

6 8
Tatséchlich ist das Spektrum o(A) = {—1.7878,0.1198,4.6679}.

Betrachte

)
)

1.2 Kondition des Eigenwertproblems

1 0 —Qp—9
1 —Qn—1
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Entwickelt man die Determinante nach der letzten Spalte, so gilt

(=1)"det(A — AI) = A" + @, A" L4 4 o d +ag =: p()).

Definition 1.6 Die Matrix A heiftt Frobenius-Begleitmatrix von p()). Die Eigenwerte
von A sind die Nullstellen von p.

Das spezielle Polynom pg(\) = (A —a)™ hat die n-fache Nullstelle X = a, wihrend pe(N) =
(A —a)" + ¢ fiir ¢ > 0 die Nullstellen

N =a—el/me®®in o =01,... n—1,

besitzt. Die zugehorigen Frobenius-Begleitmatrizen unterscheiden sich nur um ¢ in der oo,
1, 2 und der Frobeniusnorm-Norm, denn es gilt

0 0 ¢
0 0 0
AA:AO_Agz . . .
0 - 00

Allerdings haben die Eigenwerte der Begleitmatrizen den Abstand
|AN =X = A = /™ (1.3)

Fiir a # 0 folgt daher

[AN _eV/m [AfleV [AA]
Al al o] e Al
——
— oo fiire = 0
dies bedeutet, die Kondition des Eigenwertproblems kann ohne Zusatzvoraussetzungen an
die Matrix A beliebig grof werden.

Man kann jedoch zeigen, dass die Eigenwerte stetig von den Eintrdagen der Matrix abhén-
gen. Der gefundene Exponent 1/n in (1.3) ist schlimmstmdoglich.

Definition 1.7 Eine Matrix A heit diagonalisierbar, falls es eine Basis aus Eigenvek-
toren gibt. Sind (A1, v1), (A2, V2), ..., (A, v,,) die Eigenpaare, dann gilt

A =VDV V = [vi,va,..., V2], D = diag(A1, Az, ..., An).

Beachte: In der Regel ist eine Matrix nicht diagonalisierbar. Dann treten Hauptvektoren
und Jordan-Késtchen auf.
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Satz 1.8 (Bauer und Fike) Sei A = VDV ! diagonalisierbar und \ ein Eigenwert von
A + E. Dann existiert ein Eigenwert A\; von A mit

A= Al < cond(V)|[E|.

Hiebei bezeichne || - || entweder die 1, 2 oder co-Norm und cond(V) die entsprechende
Konditionszahl von V.

Beweis. Falls A € 0(A) ist die Behauptung trivial. Andernfalls existiert (A\I — A)~!, und
wir wahlen einen Eigenvektor v von A 4+ E zum Eigenwert A\. Wir erhalten

Ev=(A+E—A)v=(QAI—-A)v,

und daher
(M- A) 'Ev=v.
Folglich ist
1< |[(AI—A)'E||
= |[VOAI-D)"'V'E||
< V[T =D) |V HIE]
= ||| cond(V) max{|A — A '}

Definition 1.9 Eine Matrix A heift normal, falls gilt AA* = A*A. Insbesondere sind
normale Matrizen diagonalisierbar mit V—! = V*,

Bemerkung Hermitesche Matrizen sind normal. A

Korollar 1.10 Sei E eine beliebige Matrix. Ist A normal und A ein Eigenwert von A 4+ E,
dann existiert ein \; € o(A) mit

A=Al < [E]l2.

Beweis. Falls A normal ist, ist V unitér und daher condy(V) = 1. O

Die “normweise Konditionszahl” des einzelnen Eigenwerts ist also tiber cond(V') bestimmt
worden, wobei V die Eigenvektormatrix bezeichnet. Eine lokalere Aussage lésst sich durch
Differenzieren bestimmen:
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Lemma 1.11 Sei A € K™*" und )\; ein einfacher Eigenwert zum Rechtseigenvektor v;,
das heift, Av; = \;v;, und Linkseigenvektor u;, das heifft, ufA = u;\;. Dann besitzt die
Matrix A + €C fiir gentigend kleines |¢| > 0 einen einfachen Eigenwert A(¢) und es gilt

*
u;Cv;

Ae)=Xi+¢€ +O(?), e—0. (1.4)

*

Beweis. Da der Eigenwert \; einfach ist, folgt aus der Jordanschen Normalform

A O

A:T{o B

} T ! mit v;,=aTe;, w =pT %e;, a,B#0, (1.5)

dies bedeutet, _ B
w'v; = afe[T 'Te, = aff # 0. (1.6)
Wir betrachten nun die analytische Funktion

F:C""' xC—C" F(v,\e)= {(A +eC— AI)V} ,

viv—1

fiir die offensichtlich gilt

F(VZ‘, )\170) = O, M =

A—>\ZI —V;
R { vio0 }

7

Wir zeigen zuniichst, dass die Matrix M € C*+Dx(+1) invertierbar ist. Dies folgt, wenn

das Gleichungssystem
v Av — v —Av;|
M B

nur die Losung v = 0 und A = 0 besitzt. Multiplizieren wir die erste Gleichung von links
mit u}, dann folgt

WAV - \u'v—Auiv; = —ufv; =0,

——

:)\iufv
was wegen (1.6) A = 0 impliziert und weiter Av = \;v. Folglich ist v ein Vielfaches von
v; und wegen der zweiten Gleichung gilt v = 0.

Da M invertierbar ist, kann nach dem Satz iiber implizite Funktionen F = 0 in einer
Umgebung von (v;, A;,0) eindeutig aufgelost werden. Fiir hinreichend kleines € gibt es
demnach eindeutige analyische Funktionen v(g) und A(e) mit

v(0)=v;, A0)=X\, und (A+eC—A@e)I)v(e)=0, viv(e)=1.

Offensichtlich ist v(¢) nicht Null und somit ein Eigenvektor von A + ¢C. Differenziert
man (A +eC — A(e)I)v(e) = 0 nach ¢ und setzt € = 0, dann ergibt sich

(C=N(O)I)v; + (A = \I)v'(0) = 0.
Multiplikation von links mit u liefert
u:CVZ' — X(O)u}‘vi =0

und daraus X' (0) wie behauptet. O
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Korollar 1.12 Sei A € K™*™ und \; ein einfacher Eigenwert zum Rechtseigenvektor v;
und Linkseigenvektor u;. Dann ist die Kondition der Berechnung dieses Eigenwerts

1 Al

= ) Rrel )\z - .
} cos (<t(u;, VZ))} () })\i cos (<t(uy, VZ))‘

Rabs ()\z)

Beweis. Aus (1.4) ergibt sich fiir die absolute Kondition

wCv, ol vi B !

Kabs(Ai) = sup = =
abs(Xi) cexmniClo=1 WVi  [luifla]lvill2] cos (<(ui, vi))| | cos (<(ug, vi))|’

woraus fiir die relative Kondition folgt

. Al
el (A7) |\ cos (<t(u;, vi)) |

O

Bemerkung Die Kondition wird demnach grofs, wenn u’v; =~ 0. Bei normalen Matrizen
fallen Rechts- und Linkseigenvektor zusammen, weshalb sich hier k,s(A\;) = 1 ergibt. A

1.3 Potenzmethode

Als konstruktives Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einzelner Eigenwerte und
Eigenvektoren betrachten wir die Potenzmethode oder von Mises-Verfahren. Um die Ideen
des Verfahrens so klar wie moglich herauszustellen, beschranken wir uns grundsétzlich im
folgenden auf reelle, diagonalisierbare Matrizen A # 0 mit n betragsmaéifig verschiedenen
Eigenwerten

Al > Ao >...> A >0 (beachte: alle \; € R).

Alle Ergebnisse konnen mit entsprechendem technischen Aufwand auf den allgemeinen
Fall iibertragen werden. Sind vy, va,..., Vv, mit ||v;|| = 1 die zugehdrigen Eigenvektoren
von A, dann gibt es fiir jeden Vektor x € R” eine Entwicklung

=1

und folglich ist
Afx =) Mg (1.8)
i=1
Die Potenzmethode beruht nun auf der asymptotischen Identitét

ke ~ \E
AX~>\1§1V1.
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Algorithmus 1.13 (von Mises-Potenzmethode)
input:  Matrix A € K™*" und Startvektor x € K"
output: Folge von Iterierten {z}r>o

@ Initialisierung: setze zp := x und k := 0

@ berechne

~ Z),
Zpy1 = Az, Zpi1 = m
+

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Die Potenzmethode besitzt die folgenden Eigenschaften:

Satz 1.14 Ist & # 0 in (1.7), dann gilt mit g := [Ao/ M| < 1:

1. Es ist
z|| = | M| + O(qk), k — oo.

2. Ist Ay > 0, dann gilt
|12k — sign(é)vill = O(¢), k& — oo.
3. Ist Ay <0, dann gilt

||(_1)k+lzk - Sign(fl)ﬁ” = O(qk), k — oo.

Beweis. Aus (1.8) folgt

AFx = /\k& <V1 + z”: {ﬁ} ' éV)
! M| &

=2 _
= W[
mit
Iwill < ¢*> |2 = Cd".
= |&
=:C
Damit ist 3
Ax . Vi + Wi
z — = —gien(\F _—
o = g TN
Wegen
1= Og" < Iill = l[will < vs +wall < [lvall + flwil < 1+ CgP
folgt also
zi, = sign( A1) vi + O(¢%), k — oo,
und

Zry1 = Az = Aisign(A]16) vi+ O(¢"), k= oo

Hiervon lassen sich die Eigenschaften 1-3 leicht ablesen.

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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Bemerkungen

1. Die Normierung z; — 2z in (1.9) ist notwendig, um overflow /underflow zu vermei-
den. Die Wahl der Norm ist dabei unerheblich.

2. Aus Eigenschaft 1 ergibt sich ||, aus dem Vorzeichenverhalten von z; das Vorzei-
chen von A;: alternieren die Vorzeichen von z;, dann folgt \; < 0, ansonsten ist
)\1 > 0.

3. Die Voraussetzung & # 0 kann natiirlich nicht a priori iberpriift werden. Wegen
Rundungsfehlereinfliissen wird jedoch in der Regel eine Komponente von z; langs
vy im Verlauf der Iteration eingeschleppt.

A

Varianten: Die Potenzmethode kann in dieser Form nur verwendet werden, um A\; zu
bestimmen. Zur Berechnung anderer Eigenwerte von A kann man jedoch A zunéchst
geeignet transformieren:

1. Gilt A, # 0, so kann man A~! statt A in (1.9) verwenden. Dies ist dann die inverse
Iteration. Da A~! die Eigenwerte

I > (A > > A

mit den gleichen Eigenvektoren besitzt, approximiert die inverse Iteration |\ !| und

den entsprechenden Eigenvektor v,,.
2. Bei der gebrochenen Iteration von Wielandt verwendet man (A — AI)~! statt A
n (1.9), A € o(A). Die Matrix (A — AI)~" besitzt die Eigenwerte {(A; — X\)~'}7;
und die gebrochene Iteration approximiert den Eigenvektor zu \; € o(A), der am
néchsten zu A liegt.

Bemerkungen
1. Bei beiden Varianten muss ein lineares Gleichungssystem pro Schritt gelost werden!

2. Ist \; der néchste Eigenwert zu A, dann konvergiert die gebrochene Iteration umso
schneller, je ndher \ ist, da der Konvergenzfaktor

A — AT A — Al
— max — Imax

dann am kleinsten ist.

A

Ist A = AT reell symmetrisch (oder aber auch A = A* komplex hermitesch) und || - || =
| - ||2, dann kann man die Naherung ||z;|| &~ |\1| verbessern, indem man statt dessen die
Néherung

z; Az

N~ —— =2 Az, = 2,71 (1.12)
~
-1

verwendet.



14 Kapitel 1. Eigenwerte

Satz 1.15 Ist A = A*, dann gilt

AL — 25Zpa| = O(¢*), k — oo.

Beweis. Der Beweis verwendet, dass wy aus (1.10) senkrecht auf v; steht. Mit

Ve = sign(AF &) [[vi + w2
—_————

>1
folgt aus (1.11) nédmlich
(ML= A)zp = (MI— A)wy g L vy,

In Anbetracht von zj = v, vi + 7 wj_; und || < 1 bedeutet dies

2, (I — Az, | = ilwi_ (NI = Awia| < AT — Al [wea 5.

Lvi <2|A]l

Wegen

AN — Zi 21 = MZi2g — 2241 = 2 (M2 — Zy1) = Z2p(M I — A)zg
ergibt sich daher

M = ZZ] < 2|A Wi ]} = O(¢*), k= .

Entsprechend kann man fiir “innere” Eigenwerte verfahren:

Algorithmus 1.16 (Rayleigh-Quotient-Iteration)
input:  Matrix A € K”*" und Né&herungseigenpaar (uo, zo) mit ||zo|ls =1
(bestimmt etwa durch Potenzmethode)
output: Folge von Iterierten {(ux, zx) x>0

® setze k=0
® berechne

Zi+1

Hik+1 = ZzAZIm Zjt1 i= (,Uk+1I - A)ilzlm Zjt1 = ||zk 1”2
+

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Bemerkung Die Iteration bricht man ab, wenn ||zy1||o sehr grofs wird, was ein Zeichen
dafiir ist, dass g1 I — A fast singulér ist. A

Nach obiger Konvergenzdiskussion wird man vermuten, dass die Konvergenz dieses Algo-
rithmus superlinear ist. Tatséchlich ist die Konvergenz sogar lokal kubisch, vorausgesetzt
es gilt A = A*.
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Satz 1.17 Sei A = A* und (po, zo) eine hinreichend gute Néherung an ein Eigenpaar
(A, v) von A (||v]|2 = ||Zo||2 = 1). Dann konvergiert y aus der Rayleigh-Quotient-Iteration
lokal kubisch gegen A, das heifst, es existiert ein C' > 0 mit

|)\_/'Lk+1|§0|)\_:uk|37 k2071a27""

Beweis. Im weiteren bezeichne A denjenigen Eigenwert von A, der am néchsten an A ist.
Ferner zerlegen wir

Zp1 =Xp1+Yr1 mit Axp o = AXpo1, Xpo1 L yra (1.13)

in seinen Anteil x;_; im Eigenraum zu A und den Anteil y,_; in den anderen Eigenrdumen.
Wir prézisieren die “Nahebedingung” wie folgt:

1 1
[yr-1ll2 < §||Zk—1||2 =5 (1.14)
1 ~ 1 ~
A= ] <[ A=A==_ min |[A—=)]. (1.15)
3 3 Xeo(AN\{A}
In diesem Fall gilt fiir jedes A € o(A) \ {\}
- - - 9 -
e = Al =g = A+ A=A 2 A=Al = [A =g = S[A = Al (1.16)
Es gilt
7z, (NI — A)z
A= el = A ziAm] = 0T )| = EEZDEL g
2
und Einsetzen von z, = (upI — A)~ 1z, ergibt
A I-A) 2\ - Az,

zi (el — A) %z
Wegen (1.13) gilt auch (upI — A)?x 1 = (up — A\)>xx_1 L yx_1, und daher folgt

1 .
mllm—llli +¥ioi (el = A) Py

>0

S 1 H H2(1;4) 1
——— || X — —_— .
= (= A2 T Ay — A2

zi_y (I — A) Pz =

Andererseits ist

21 (e = A) (AL = A)zgea| = [z (] — A) (AL = Ay

ET v (I — A) TP - Ay
1
< _max ————=— Vi1 AML— A)yg |
Xeo (AN} (p — A)? ~ ~- g

=|z;_;(M=A)z)_1|, da (\I-A)x}_1=0
(1.16) /32 1
< (3) 0T A
(A= A)?

g 2|)\ — ]
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Im Hinblick auf (1.18) ergibt sich daher

9 A — g 2 3
| 1] < - ( i) ()\_)\)2| il
dies ist die kubische Konvergenzrate.

Wir miissen nur noch zeigen, dass die Iterierte (g1, zx) wieder den Abschétzungen (1.14)
und (1.15) geniigt. Die Bedingung (1.15) folgt aus

-~

(A= 3?
9

9 (1.15) 1 R
A= pega] < = A= pl =A== SIA=AL

(A —N)?2

Ferner folgt (1.14) aus

_ _ 1 _
z = (el — A) Y21 = p )\ka1 + (eI — A) 1yk717
k —_— NG ~~ J/
f :§k
=X
da wegen
_ (1.16) 3 1 (1.15) 1 1
1¥elle = (I — A) Myl < = ~[ye-1llz < s——lyr-1l2
2|\ = )| 2 (A — ]

der Anteil von ||yx||2 an ||zx||2 sogar noch kleiner ist als der von ||yx_1||2 an ||zx_1][s. O

Bemerkung Die Rayleigh-Quotient-Iteration kann auch bei nichtsymmetrischen Matri-
zen eingesetzt werden. Die Konvergenz ist dann lokal quadratisch. A

1.4 (QR-Zerlegung

Im folgenden sei A € R™*" m > n, eine gegebene Matrix mit rang A = n. Die Grundidee
der QQR-Zerlegung ist eine Faktorisierung A = QR in eine rechte obere Dreiecksmatrix
R € R™ "™ und eine orthogonale Matrix Q € R™*™.

Definition 1.18 Eine Matrix Q € R™" heift orthogonal, falls
QQ=I,

das heifst, falls die Spalten von Q eine Orthonormalbasis bilden.

Eigenschaften orthogonaler Matrizen:
1. Wegen
1Qx(3 = (Qx)"Qx = x" Q"Qx = x"x = ||x|}3
>~
gilt
1Qx]l> = fIx]l2 Vx € R™.
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2. Es gilt
condy(Q) =1,
da
1Ql2 = max [|Qx]|; =1
lIx[la=1
und

Q2 =1Q7l2 = IQ[l2 = 1.
3. Mit P, Q € R™" orthogonal ist auch PQ orthogonal, da

(PQPQ=Q PPQ=QQ=L

=I

Definition 1.19 Sei v € R"\ {0}. Die Matrix

P=1- vvT € R™"

[vli3

heilt Householder-Transformation.

Lemma 1.20 P ist eine symmetrische, orthogonale Matrix mit
Pv=-v

und fiir alle w € R” mit w L v gilt

Beweis. Aus der Definition von P folgt unmittelbar, dass P symmetrisch ist. Weiter gilt

2 2
PP =P*= (I — 2va) (I — 2va)
vz vz

=1-— vl 4+ ——v viv vT
VI3 V][5 =~

2
=lvl3

vl + vvl =1.

- A%
IvI3 VI3

Aufserdem ergibt sich fiir den Vektor v aus der Definition von P

2
PV:IV——QVVTV =V —-2v=—vVv
V]3>~

2
=vII3

und fiir beliebiges w 1 v
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Abbildung 1.1: Householder-Transformationen sind Spiegelungen!

Eine Q) R-Zerlegung kann erzeugt werden, indem man schrittweise die Matrix A durch Mul-
tiplikation mit geeigneten Householder-Transformationen Qq, Qa, . .., Q,, auf rechte obere
Dreicksgestalt bringt. Das néchste Lemma erlaubt uns, solche Householder-Transformatio-
nen zu konstruieren, indem es fiir jedes x € R™\ {0} eine Householder-Transformation Q
angibt, so dass

Qx =o0e; mit o€ R\ {0}

Lemma 1.21 Gegeben sei x € R™\ {0} mit x ¢ span{e;}. Fiir

x—1|||x|\2, falls z; # 0,

V=X+0e; mit azi{'“ (1.19)

IIx]|2, falls z; = 0,

2
(I — —2VVT)X = —0oe;.
INdlE

Beweis. Wegen x ¢ span{e; } ist v # 0. Weiter gilt

gilt

I+ oex 2 = [[x]3 + 20xTe; + 0% = 2(x + gey)Tx.
Daraus erhalt man
2vTx = 2(x + ey )Tx =[x + oy |2 = V2

was zusammen mit (1.19) die Darstellung

——=v(VTX) = x + o€y
VI3

liefert. Dies impliziert die Behauptung. U
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Bemerkung Damit im Fall z; # 0 bei der Berechnung von v keine Ausléschung auftritt,
wahlen wir ¢ mit dem oberen Vorzeichen, das heifst
€
V=X+HHXH261, vz = 2xI13 + 2|z ]l]x[2- (1.20)

A

Satz 1.22 Sei A € R™ ™ mit rang(A) = n (also m > n). Dann existiert eine orthogonale
Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix R € R™*" mit

-* o .. *-'I
o n
A=QR=Q | * %
0 m-—n
I 1
N——————
n

Beweis. Wir bestimmen die gesuchte Zerlegung, indem wir in jedem Schritt eine House-
holder-Transformation an A heranmultiplizieren, um sukzessive die Spalten von 1 bis n
von R zu erhalten:

Q.Qn-1--- Q1A =R. (1.21)
Wegen der Symmetrie der Q;, 1 <7 < n, ist Q dann gegeben durch

Q=Q:iQ:---Qu.

Im ersten Schritt setzen wir A; := A und x = a; (erste Spalte von A;) und bestimmen
die Householder-Transformation Q; € R™*"™ geméf (1.20). Es folgt

Qia; =riqep mit  |ryq| = |lag]]2 # 0,

beziehungsweise

Ay e R0y T e R

Im niichsten Schritt setzen wir x = a; € R™™! (erste Spalte von A) und wihlen wiederum
die Householder-Matrix Q, € R™=D*(m=1) gamig (1.20). Wir erhalten

~ r22 | T2 (m—2)x(n—2) T n—2
QA = 0 ) [72,2] = ||az][2 # 0, Az eR ) ry € R"7,
3
beziehungsweise
r r
1l o | r 1,1 1
~ QA = 0 Q A = T2 | T2
0 282
Q> 0 | A,
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Die erste Zeile r; verdndert sich nicht mehr. Die Matrix Qy kann ebenfalls als (m x m)-

Householder-Transformation aufgefasst werden mit v = [%]

Auf diese Weise erhalten wir sukzessive die gewtinschte Zerlegung (1.21). Man beachte,

dass |r;;| = ||a;]]2 (1 < i < n)immer von Null verschieden ist, da ansonsten A; und damit
auch A einen Rangdefekt hétte. O
Bemerkungen

1. Bei der Implementierung ist darauf zu achten, dass Householder-Transformationen
P niemals explizit gebildet werden, denn sonst kostet die Berechnung P - A m?n
Multiplikationen. Besser ist

PA=A— SVVIA = A — sVvwl, w=ATv
vz = V]2

mit O(mn) Multiplikationen. Wenn man P spéter verwenden will, speichert man
den Vektor v ab.

2. Die wahrend der Q) R-Zerlegung anfallenden Vektoren v; = [0,...,0, 1,041, ..., Vim]T
lassen sich analog zur LR-Zerlegung wieder in der freiwerdenden linken unteren
Dreiecksmatrix von A speichern. Die Matrix Q ist dann wie folgt gegeben

Q= H( E™)

i=1

Algorithmus 1.23
input: Matrix A € R™*"
output: Zerlegung A = QR mit einer orthogonalen Matrix Q € R™*™ und eine
rechte obere Dreiecksmatrix R € R"™*"

@ Initialisierung: setze A; := A und 7 :=1
@ mit Hilfe der ersten Spalte x von A; berechne

x
v, =X+ —1||x||2e1

|1 ]

® setze gemif (1.20)
2 1

VI3 I3 + a1l

Bi =
@ berechne w; := B;Alv;
® ersetze A; durch A; — v;w/

® erhalte A;,; aus A; durch Streichen der ersten Zeile und Spalte
@ falls 7 < n erhohe 7 := i + 1 und gehe nach @

Aufwand: Wir bilanzieren den Aufwand im i-ten Schritt:
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vy m — ¢ + 3 Multiplikationen
B;: 2 Multiplikationen
W (m —i+2)(n — i+ 1) Multiplikationen
A (m —1i)(n — i+ 1) Multiplikationen

~ 2(m — 1+ 1)(n —i+ 1) Multiplikationen

Fiir den Gesamtaufwand ergibt sich daher

j=1
:22j2+2(m—n)2j
j=1 j=1
2
= gn?’ + (m —n)n* + O(mn)

1
=mn® — gn?’ + O(mn),

dies bedeutet dass der Aufwand etwa doppelt so hoch ist wie bei der L R-Zerlegung.

Die QQR-Zerlegung kann wie die LR-Zerlegung zur Losung eines nichtsinguléren linearen
Gleichungssystems Ax = b (also m = n) verwendet werden. Dies geschieht in folgender
Weise: Zerlege A = QR, und lose QRx = b durch Riickwartssubstitution

Rx= Qb
—~—

O(n?) Operationen

Bemerkung Die QQR-Zerlegung gehort zu den “stabilsten” Algorithmen in der nume-
rischen linearen Algebra. Der Grund dafiir ist, dass Orthogonaltransformationen keine
Fehlerverstirkung bringen, da condy(Q) = 1. Die abschliefslende Riickwértssubstitution
hat die gleiche Kondition wie das Ausgangsproblem, da wegen ||Qx|2 = ||x||2 folgt

[ALIA = ( max, | Ax]2) (max A~ x],)

lIx[2=1

_ ( max ||QRX||2)<”§ﬁ§X1 ||R—1QTX||2)

l[x[2=1

= ( max HRxH2>( max HPflsz)

l[x[2=1 lyll2=1

=[R2/ R,

das heift
condy(R) = condy(A).

Beispiel 1.24 Gesucht ist die QQ R-Zerlegung von

1 —11/2
A=A =|-2 0
2 -1
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Die erste Spalte von A ist

1
a; = —2 s ||a1||2:v1+4+4:3
2
Also ist
1 1 4
vV=a + sign(al,l)HalHQel =|-2{+3({0] =1]-2
2 0 2
Somit folgt
1
6 =

lar[3 + lasalllarfl: 12
woraus sich
4
1 1 -2 2 1
ATy — 92| =
w=PAY =1 l—11/2 0 —1] ) {—2]
ergibt. Dies bedeutet

1 —11/2 4 -8 —3 5/2
QIAI = A1 —vwl = | =2 0 — |2 4 = 0 —4
2 -1 2 -4 0 3

Die erste Spalte stimmt dabei mit —oe; iiberein, so war die Householder-Transformation
schlieflich konstruiert. Sie ist iibrigens gegeben durch

1 -1 2 =2
QlII—BVVT:§ 2 2 1
-2 1 2
Nun ist
—4
A22a2:|:3:|’ ||a2||2:\/16+9:5'
Mit
. —4 17 [=9
vV = ay + sign(as ;)| azl|2e1 [ 5 } -5 {0} — [ 5 }
und
= ! _ !
|as||3 + |ag1|llazlla 45
folgt

1 -9
W:6A5V24—5[—4 3][3]:[1}.
Damit ergibt sich )
~ —4 -9 5
on s 5] (7))

Dabei hat die Matrix Qo die Form

1 ‘ 0 1 5 0 0
Q2: = = 0 —4 3
0 ‘I—ﬁVVT 5 0 3 4
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Fiir Q erhalten wir schliefllich

1 -1 2 =2(15 0 O 1 -5 =14 =2
Q=QQ=—1[2 2 —1||0 -4 3| ==1]10 -5 10],
Bl o1 2)lo 3 4 Y|-10 2 n
wahrend R gegeben ist durch
-3 5/2
R=]0 5
0 0

A

Bemerkung Algorithmus 1.23 bricht zusammen, wenn rang(A) = p < n. In diesem Fall
muss man Spalten von A permutieren (dhnlich zur Pivotsuche) und erhélt eine Faktori-
sierung der Art

R: Ry
T —
QAP_[O O}

mit einer Permutationsmatrix P € R™ " einer oberen Dreiecksmatrix R; € RP*P, und
einer eventuell vollbesetzten Matrix Ry € RPX (=), A

1.5 QR-Verfahren

Das Q) R-Verfahren ist das in der Praxis eingesetzte Verfahren, wenn alle Eigenwerte be-
notigt werden. Das Verfahren an sich ist sehr einfach:

Algorithmus 1.25 (Q)R-Verfahren)
input:  Matrix A € K<
output: Folge von Iterierten {Ay}r>o
® setze Ag:= A und k:=0
@ berechne die Q R-Zerlegung
A, = QR (1.22)

und setze
Apyr = ReQp (1.23)

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Lemma 1.26 Die Matrizen Ay aus Algorithmus 1.25 besitzen folgende Eigenschaften:
LAy = QLALQx
2. Ap1 = (QoQr - Qr)TA(QoQ: - - - Qr)
3. A = (QoQi -+ Qr)(RiRi—1- -+ Ry)

Beweis.
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1. Mit (1.22) und (1.23) ergibt sich
A = ReQr = QLQR: Qi = QL(QrR1)Qr = QLA Q.

2. Die Behauptung ergibt sich sofort aus der ersten Aussage wegen Ay = A.

3. Fir £ = 0 entspricht die Aussage genau (1.22). Der Induktionsschritt k& — &k + 1
folgt nun aus

Qi1 Ri1 = A1 = (QoQr - - Qr)TA(QoQ1 - - - Qi)

zusammen mit der Induktionsannahme

(Qo- - Qi Qs )Ry R+ - Ro) = A (QoQ1 - - Qi) (RyRy—1 -+ Ro) = AMF2,
———

" S/

~~
:Ak+l =Ak+1

Bemerkungen

1. Wegen der ersten Aussage von Lemma 1.26 sind alle Matrizen Ay dhnlich zueinander
und besitzen daher dieselben Eigenwerte.

2. Anstelle der Q) R-Zerlegung kann man auch eine L R-Zerlegung verwenden: berechne
in (1.22) die LR-Zerlegung A, = L;Ry und setze in (1.23) Ay, := RiLy. Dies ist
das LR-Verfahren, das jedoch instabil ist.

JAN

Die Konvergenz des () R-Verfahrens zeigen wir nur fiir den einfachen Fall, dass A diago-
nalisierbar ist mit betragsméfig verschiedenen Eigenwerten.

Satz 1.27 Sei A = VDV ! € R"*" reell diagonalisierbar mit betragsméfig verschiede-
nen Eigenwerten

|)\1|>|)\2|>>|)\n|>0; D:diag()\l,)\g,...,)\n)

und V = [vy, Vs, ..., v,| die zugehorige Eigenvektormatrix. Existiert eine L R-Zerlegung
von V~! dann sind die Matrizen A, asymptotisch rechte, obere Dreiecksmatrizen und
ihr Diagonalanteil diag(Ay) konvergiert fiir & — oo mindestens linear gegen D.

Beweis. Die dritte Aussage aus Lemma 1.26 liefert die Q R-Zerlegung von A*,

A" = (QoQi - Q1) (Rp1Ry—2- - Ry).
Andererseits ist wegen der Existenz der LR-Zerlegung von V~1 = LU
A* = (VDV H)* = VvD*V~! = VD*LU = (VD"LD *)D*U = B,D*U.  (1.24)
B
Die Matrix By ist regulér und besitzt eine ) R-Zerlegung B;, = P, S, mit einer invertier-
baren oberen Dreiecksmatrix S;. Damit ist
A¥ = P.(S,D"U)
——

rechte, obere
Dreiecksmatrix
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eine weitere QR-Zerlegung von A*. Wegen der Eindeutigkeit der () R-Zerlegung folgt
QoQ: - Qo1 =P, T, R;_1Ri_2- - Ry = T;:S;D*U (1.25)

fiir eine Diagonalmatrix T mit den Eintragen 4+1. Wegen

1.25)

Qr = (QoQ1 - Qr1) " (QuQ1 - Qx) 02 T, PP, T]
und

Ri = (ReRy—1 - Ro)(Ry—1Ry—2- - Ro) 7!

02, 1S, DFFUUT DS ITT

= T44+1Sr1 DS, ' T}
ergibt sich aus (1.22)
A= QrRy = TkPLPkJrlTZ_i_lTkJrlSk+1DSI;1TZ
= T1,S;S; 'P] Py.41S,1 DS, ' T}
——
:B;I =Brt1
= T,S;B; 'B;.,DS; ' T}. (1.26)

Bezeichnen wir mir ¢; ; die Eintrage von L, dann ist insbesondere ¢;; = 1 und aus der
Anordnung der Eigenwerte in D ergibt sich

0, falls i < 7,
[D*LD";; = Afli A" =< 1, falls 7 = j, (1.27)
(9( X ’“) falls i > J.
Setzen wir ¢ := max;~;{|\;/A;|} <1, so folgt (vgl. (1.24)) hieraus
B, =VDLD* =V +E, mit |Eil,=0(¢"), k— cc.

Demzufolge erhalten wir
B.'By1=(V+EL) YV +Ey)=1+F, mit [|Fil2=0("), k— oo
und eingesetzt in (1.26) ergibt sich
A, = T4S; DS, 'T] + T1S, F;. DS, ' T7J.

Da Py und T}, orthogonale Matrizen sind, lasst sich der zweite Term abschétzen gemaf

ITeSkFeDS, Tl < [ Tills [ISell2 [[Fxll2 DIl 1S5 Iz ITEl2
N—— N—— N—— N—_—— N——
=1 =||PIBgll2=Bxll2 =AM =B, 'Pi2=|By 2 =1

< condy(By) |\ [[[Fi]l2 = O(q").
Die Matrix Aj konvergiert also wegen
|Ax — TS,DS, ' T2 = | TxSkFeDS, ' TL |2 = O(¢*), k —
mindestens linear gegen eine obere Dreiecksmatrix und es gilt

-~

=D
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1.6 Implementierung des () R-Verfahrens

Reduktion auf Hessenberg-Form: Fiir beliebige Matrizen A € R"*" wire das QR-
Verfahren viel zu aufwendig (O(n?) Operationen pro Iteration). Statt dessen transformiert
man A zunéchst auf obere Hessenberg-Form.

Definition 1.28 FEine Matrix H = [h;;]7,_, besitzt obere Hessenberg-Form, wenn
h;; =0 fiir j <7 — 1, das heift

(A1 hia ... .
h271 h272 hZ,n
H=| 0 hss hs3 hs n
i 0 B R S hnm_

Ziel ist es also, zundchst A durch Ahnlichkeitstransformationen auf obere Hessenberg-
Form zu bringen. Dazu gehen wir wie in Abschnitt 1.4 bei der Q) R-Zerlegung vor: Wihle
Householder-Spiegelungen Py, Py, ..., P, 5 und bilde

A— P, P, 3---PIAPPy---P, »

gemék dem folgenden Schema:

X X X X X [ x x x x x| [ x|+ + + + ]
X X X X X o+ + + + x|+ + + +
A:><><><><><P—> 0++++?0++++
X x x x x| 0+ + 4+ 4+ |0+ + + +
X X X X X 0+ + + + 0+ + + + ]
[ x x x x x| [ x x|+ + + ]

X X X X X X X |+ + +

2|0+ | 0 x|+

00 + + + 0 0+ + +

000 + + + | 0 0|+ + +

[ x x x x x| [ x x x|+ 4+

X X X X X X X X |+ +
P—)Oxxxx?Oxij—i—

L0 0+ + + | 700 x|+ +

0 0 0 + + | 0 0 0]+ +

Allgemein gilt im i-ten Schritt

Hi *
Ai:[O ¢ *]’

wobei H; € R eine obere Hessenberg-Matrix und ¢ € R"~ ein Vektor ist. Die Householder-
Spiegelung P; ist nun so zu wiahlen, dass der Vektor c auf oe;,; abgebildet wird, dies

bedeutet I‘ - ‘ -
0 i * . i *
PiAi:|:0‘I—BVV*:|{O‘C‘*}_[O e *}
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Der Aufwand zur Reduktion einer Matrix A € R™*™ auf obere Hessenberg-Form betragt

2
> 23 +in) ~ gn?’ +n% = 0.

() R-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix: Fiir Hessenberg-Matrizen lasst sich die Q R-
Zerlegung besonders effizient mit sogenannten Givens-Rotationen berechnen.

Definition 1.29 Eine Matrix G = G(i, j, 0) mit

1

mit
¢ = cos(0), s = sin(0)

heiflt Givens-Rotation.

Givens-Rotationen sind orthogonale Matrizen (alle Zeilen sind paarweise zueinander senk-
recht) und die Operation G(i, 7, 0)A ersetzt die Zeilen ¢ und j von A durch Linearkombi-
nationen cla; 1, @, . .., 0in] + S[aji, ajo, ..., a;j,] bezichungsweise —s[a;1,a;2, ..., a;n] +
claji,ajo,...,a;,], wihrend AG(3, j,6) die Spalten ¢ und j von A durch entsprechende
Linearkombinationen ersetzt.

Man kann daher eine Givens-Rotation so wihlen, dass ein Element von A zu 0 transfor-
miert wird. Soll etwa a;j zu 0 gesetzt werden, dann liefert der Ansatz

!
—sa;, +cajp =0

die Losung
Qi K Qjk
C= —— S =

, E———
[ 2 2 [ 2 2
agp +ajy Qip T Gk

Numerisch stabiler ist es im Fall |a; x| > |a; x| die Rechnung

1 t
S =

t=a;r/a;pr, = —F/—,
ikl ik e e
1

und entsprechend im Fall |a; x| < |a; ]
t

t=a;r/a;, c= , S .
s V1+12 V1t
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Die () R-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix A erhalten wir nun durch sukzessives Anwen-
den der Givens-Rotationen G(i,7 + 1,6;), i = 1,2,...,n — 1, um jeweils das (i + 1,17)-
Element zu Null zu machen:

R=Gn-1,n,0,1)Gn—-2,n-1,0,5)...G(1,2,6,)A.

geméfs dem Schema:

X X X X X + + 4+ + + X X X X X
X X X X X 0O + + + + 0O + + + +
0 x X x x| —=]10 x x x x| —100 4+ + +
00 x x x| 100 x x x| =10 0 x x x
0 0 0 x x | 0 0 0 x x| | 0 0 0 x x|
[ x X X x x| X X X X X |
0 X %X X X 0 X X X X
QOO+++§OOXXX
0 0 0 4+ + 0O 0 0 4+ +
| 0 0 0 x x| 0 0 0 0 + |

Im Teilschritt (1.23) muss das Produkt der Givens-Rotationen von rechts an Ry heran-
multipliziert werden. Wegen

Qr=(G(n—1,n,0,_1)G(n—2,n—1,0,) - G(1,2,6,))"

ergibt sich
A =RiG(1,2,00)7G(2,3,05)T---G(n—1,n,0,,1)7.

Die Multiplikation von rechts mit G(i,7 + 1, 6;) verdndert die Spalten ¢ und i + 1. Offen-
sichtlich besitzt A, dann wieder Hessenberg-Gestalt.

Als Aufwand fiir die beiden Teilschritte (1.22) und (1.23) ergeben sich

n—1

23 An—i+1)=2) 4i~4n®=0(n’)
=2

i=1

Multiplikationen.

Shifts und Deflation: Liegen zwei Eigenwerte \; und \;;; betragsméfbig dicht beieinan-
der, so konvergiert das ) R-Verfahren nur sehr langsam. Dies kann mit Hilfe einer Shift-
Strategie verbessert werden. Im Prinzip versucht man, die beiden Eigenwerte dichter an
die Null zu schieben und so den Quotienten |\;/A; 41| zu vergrofern. Dazu verwendet man
fiir jeden Iterationsschritt k einen Shift-Parameter py und definiert die Folge {Aj}r>o0
geméf dem folgenden Algorithmus:

Algorithmus 1.30 (QR-Verfahren mit Shift)
input:  Matrix A € K<
output: Folge von Iterierten {Ay}i>o

@® setze Ag:=A und k:=0
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@ berechne die Q R-Zerlegung
Ay — il = QR

und setze
Apr = RpQp + i

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Fiir das QR-Verfahren mit Shift bleiben die ersten beiden Aussagen von Lemma 1.26
erhalten, wahrend die dritte nun lautet

k
H(A — ped) = (QoQ1 - - Qi) (RiRy—1 - - Ro).

(=0

Ferner ist die fiir 7 > j in (1.27) beschriebene Konvergenzgeschwindigkeit nun durch den

Faktor
o )

In der Praxis bietet sich die Wahl p = a,(le zur Konvergenzbeschleunigung an. Als noch
erfolgreicher hat sich erwiesen, denjenigen Eigenwert von

k k

[agz)l,nl ap, )1,n]
k)

Qa

)\z‘—,lh
Aj —

Ai — o
Aj = Iho

Ai — Hg—1
Aj = Mk—1

bestimmt.

n,n—1

als Shift-Parameter zu wéhlen, der am néchsten an agf% liegt. In beiden Féallen konvergiert

@

an,n sehr schnell gegen den exakten Eigenwert und agle_l gegen Null, dies bedeutet
[ o« x| %]
* k... x| % *
* k| ox al
0 ... 0 0O\, 0.0 ‘ An

Ab diesem Zeitpunkt reicht es aus, nur noch das kleinere Teilproblem mit der Hessenberg-
Matrix B zu betrachten. Diese Reduktion wird Deflation genannt.

Das @) R-Verfahren mit Shift konvergiert in der Regel quadratisch, im Falle symmetrischer
Matrizen sogar kubisch. Insgesamt benétigt man daher O(n) Iterationen, so dass der
Gesamtaufaufwand des () R-Verfahrens kubisch ist.

Eigenvektoren: Geméls Lemma 1.26 liefert das QQ R-Verfahren asymptotisch die Fakto-
risierung
A =Q™RQ, Q orthogonal, R obere Dreiecksmatrix,

wobei die Diagonaleintréage r; ; der Marix R genau den Eigenwerten A; entsprechen. Sind v;
die Eigenvektoren von R, so ergeben sich die entsprechenden Eigenvektoren von A geméfs
QTv;. Dabei bestimmt man die Eigenvektoren v; dadurch, dass man vfz) =1 und vjl) =0

fiir 7 > 7 setzt, und v](»i) fiir 7 < ¢ durch Riickwértssubstitution aus dem Gleichungssystem
(R — \I)v; = 0 bildet.
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1.7 Lanczos-Verfahren

Ist A € R™™" eine symmetrische Matrix, dann sind die extremalen Eigenwerte genau die
Extremalwerte des Rayleigh-Quotienten
xTAx xTAx

Amax = Max , Amin = min )
xeR?\{0} XTX xeR?\{0} XTX

Anstelle einer Maximierung beziehungsweise Minimierung des Rayleigh-Quotienten iiber
dem ganzen R™ wollen wir diese nur iiber dem Krylov-Raum

Ki(A,z) = span{z, Az, ..., A" 'z}

durchfiihren. Dazu wéhlen wir eine Orthonormalbasis {wq, wo, ..., Wy} von (A, z) und
setzen
Wi=[wi|wy|...|wg] c Rk,
Dann gilt
TA TWTAW TWTAW
Amax = Mgf;x = max X AxX = max Y WiAWEY — max Y W AWLRY
xeKp(A2\[0} XTX  yeR

mioy YTWIW,Ly  yerk\{0} yTy
N——

=I

und analog
TWTAW
Amin < uffi)n = min M.
yEeRF\{0} y'y

(k)

Dabei sind ufﬁtx beziehungsweise .. genau die extremalen Eigenwerte der (k x k)-Matrix

WIAW;.

Satz 1.31 Sei A € R™" eine symmetrische Matrix mit absteigend sortierten Eigenwer-
ten \;y > Xy > --- > X\, und vy, vo, ..., Vv, die zugehorigen orthonormalen Eigenvektoren.
Seien weiter ugk) > ,ugk) > > ,u,(f) die Eigenwerte von W] AW/,. Dann gilt

A1 — \n) tan?(¢y)
A 2 P g = QA
ST T )

wobei T}, € II;_; das k-te Tschebyscheff-Polynom bezeichnet und

)\1 — )\2 . |VIZ|

= ,  cos =
P1 )\2 — )\n (¢1) ||Z||2

gilt.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ||z]|2 = 1. Da IC, (A, z) = span{p(A)z :
p €} gilt

(k) XTAX (r(A)z) Ap(A)z
:ul = max = max T .
xeky(A2\(0} XTX  opellir (p(A)z) p(A)z
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Stellen wir z beziiglich der Orthonormalbasis vy, v, ..., Vv, dar,

n n
Z — Z(VJZ)VZ' = Z &Vi,
i=1 i=1

so folgt
(p(A)z) Ap(A)z = Z &P, (p(A)z) p(A)z = Z "D (N).

Wir erhalten

max (P(A)Z)TAP(A)Z — A\ 4+ max E?:z |§z‘|2p2()\z‘)2()\z‘ - A1)

oAet . (p(A)z) p(A)z NN SN A PN E

| S 6 ()
>N+ (N, = A 1= - .
ZAHGn =X i ) + S GO0

Um eine moglichst scharfe Abschitzung zu erhalten, miissen wir ein Polynom p € II;,_;
einsetzen, das innerhalb des Intervalls [\, A2] moglichst klein ist. Wir wihlen das trans-
formierte Tschebyscheff-Polynom

A— Ny
AN =T, 1(1+2
p(A) kl( + )\2_)\”)

mit der Eigenschaft p(\;) < 1 fiir ¢ = 2,3,...,n. Damit gilt dann wegen > 1", [§|* =
|z||3 = 1, dass

1—|&f
T, (1+20)

und die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass

1|67 _ 1 cos(¢n)
112 cos?(¢1)

i > A+ (O — )

= tan®(¢,).

O

Ein analoges Resultat erhalten wir fiir den kleinsten Eigenwert, indem wir Satz 1.31 auf
—A anwenden.

Korollar 1.32 Unter den Voraussetzungen von Satz 1.31 gilt

A — ) tan?(¢y,)
Tlg—l(l + 2pn)

mit p, = (An_1 — An)/(A1 — A1) und cos(¢y,) = |vIz|/||z||2

Bemerkungen

1. Dader Krylov-Raum K (A, z) den Vektor A¥~1z enthilt, ist durch den betragsgrof-
ten Eigenwert von W] AW, eine bessere Ndherung an den betragsgroften Eigenwert
von A gegeben als durch den entsprechenden Rayleigh-Quotienten A*~1z/||A*~?z]|,
der Potenzmethode.
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2. Auch die anderen Eigenwerte von W] AW, kénnen als Naherungen an die Eigenwer-
te von A herangezogen werden: Mit wachsendem £k féllt der j-kleinste Eigenwert von
W] AW, monoton von oben gegen den j-kleinsten Eigenwert von A, wihrend der
J-grofkte Eigenwert von W] AW, monoton von unten gegen den j-groften Eigenwert
von A wéchst.

3. Ist uy der Eigenvektor von W] AW, zum Eigenwert ugk), dann ist geméfs Konstruk-
tion Wju; eine Naherung an den Eigenvektor zum grofsten Eigenwert A; von A.
Entsprechendes gilt fiir die anderen Eigenpaare.

A

Die Orthonormalbasis von Ky (A, z) kann billig mit dem Lanzcos-Prozess gebildet werden:

Algorithmus 1.33 (Lanczos-Prozess)
input: Matrix A € R™"™ und Startvektor z € R"
output: Orthonormalbasis {wy}r>1

@ Initialisierung: setze wy := 0, u; :=z und k :=1

® berechne
ﬁk,1 = ||ukH2 128
Uy
wy = ——, falls Bx_1 #0 1.29
Br—1

ap = Wi Awy

Up41 = (A - OékI)Wk — Br—1Wr_1

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Satz 1.34 Die durch Algorithmus 1.33 gebildete Folge {w;}¥_; ist eine Orthonormalbasis
des Krylov-Raums Ky (A, z).

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion iiber k. Fiir k = 1 ist
die Aussage offensichtlich. Sei also {w;}%_ ist eine Orthonormalbasis des Krylov-Raums
Kr(A,z). Dann folgt aus Algorithmus 1.33, dass

Upi1 = Awp +pr mit pr € Kp(A,z) und Awy, € Ky (A, z). (1.32)

Folglich ist wy 1 € Kyy1(A,2) mit |[wiiq]2 = 1.
Wir zeigen nun, dass gilt wi 1 L Kp(A,z). Fir 1 <i <k — 1 ergibt sich

(1.31)

wiuy = WA —aD)w, — Gr g w]wg_ = ((A — OékI)WZ')TWk = 0.
—— ~— ——

=0 €K;+1(A,z)=span{wi,..,wiy1}
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Ferner gilt

T (1L31) 1 T T
Wi W1 = Wi AWp —ap Wi Wi =B 1 W Wy
-0 -1
(1.32) T (1.28)
=" (W — pPr—1) "Wy — Bemr =uwy — By = 0,
—~—
€Rr—1(A,z) Lwy,
sowie
T (31 g T — wT (1.30)
Wiy = WA —ap)wy, — By wiwgy = wAwW, —ap, = 0.

=0

Also ist ugy1 L Kk(A, z), und der Induktionsschritt vollstdndig k — k + 1 bewiesen. O

Bemerkung Der Lanczos-Prozess bricht zusammmen, falls sich in (1.29) 8, = 0 ergibt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn

Aw; = apwy + Br_1wi— € Ki(A, z),

dies bedeutet KCp1(A,2z) C Kk(A,z). Somit ist (A, z) ein invarianter Unterraum der
Matrix A und alle Eigenwerte von W] AW, sind auch Eigenwerte von A. Um weiter
Eigenwerte von A zu bestimmen, muss der Lanczos-Prozess mit einem anderen Startvektor
neu gestartet werden. A

Der Lanczos-Prozess ist nur unwesentlich teurer als die Potenzmethode, zumal wenn A
deutlich mehr als n Elemente # 0 enthélt. Die Eigenwertberechnung von W] AW}, beno-
tigt nur O(k?) Operationen, da W] AW, eine Tridiagonalmatrix ist:

Proposition 1.35 Es ist

ar B 0
Tk o= W]IAW]C = 51 =
Br-1
0 Be—1 o

mit «;, B; wie in Algorithmus 1.33.

Beweis. Der (i, j)-Eintrag von T} ist w] Aw;. Damit folgen sofort die Diagonalelemente
«; und die Nullelemente, da Aw; € IC;11(A, z), und damit

w/Aw; =0 fiir ¢>j+1.

Der Fall i < j — 1 ergibt sich dann automatisch wegen der Symmetrie von Tj. Die
Nebendiagonalelemente berechnet man wie folgt:

— T (132) 1 — T (1.29)
(Trlivri = Wi Aw, =" wl (W —p) =W 01 = B
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Die Eigenwerte von T} lassen sich dann sehr schnell mit dem ) R-Verfahren ermitteln.

Ist A nicht symmetrisch, dann kann man den Lanczos-Prozess nicht verwenden. Stattdes-
sen benétigt man den Arnoldi-Prozess, einer stabilen Variante des Gram-Schmidtschen
Verfahrens zur Orthogonalisierung des Krylov-Raums C. (A, z). Er basiert auf der Hessen-
berg-Reduktion QTAQ = H. Setzen wir Q = [q1,qs, - . ., q,] und vergleichen AQ = QH,

dann folgt
k+1

AQk:Zhi,qu‘a 1<k<n-1
i=1
Auflésen nach dem letzten Term der Summe ergibt
k
M ki = Ay — Y hipa; = 1,
i=1

wobei h; . = q] Aq, fir alle t = 1,2,..., k. Falls r;, # 0, dann folgt
1

Pk

Ai+1 = Ty, hit1 = |Irglle-

Diese Gleichungen fiithren auf den Arnoldi-Prozess:

Algorithmus 1.36 (Arnoldi-Prozess)
input: Matrix A € R™"™ und Startvektor z € R"”
output: Orthonormalbasis {wy}r>1

@ Initialisierung: setze wy := z/||z||; und k :=1

@ berechne
ry := AWk
A T S T
th =Wirgp, ..., hk,k = W, I

k

Iy =T, — E hi,kwi
=1

Pt == [Tl

r, falls h'kJrl,k §£ 0

W1 =
k+1,k

® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Anschliefsend berechnet man mit dem @ R-Verfahren die Eigenwerte der oberen Hessenberg-
Matrix W] AW,
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2. Lineare Ausgleichsprobleme

2.1 Normalengleichungen revisited

Im folgenden sei A € R™*™ und b € R™. Gesucht ist ein Vektor x € R" mit
Ax =~ b.

Da wir m Gleichungen fiir n Unbekannte haben, ist das lineare Gleichungssystem im
allgemeinen nicht — oder nicht eindeutig — l6sbar. Ist m > n, dann nennen wir das
lineare Gleichungssystem dberbestimmt, ist m < n, dann nennen wir es unterbestimmdt.
Uberbestimmte Probleme treten hiufig in den Anwendungen auf, wenn es darum geht,
Modellparameter an Messdaten anzupassen.

Da wir fiir m # n die m Gleichungen im allgemeinen nicht alle exakt erfiillen kénnen,
suchen wir nun nach Vektoren x € R", fiir die das Residuum

r=b— Ax (2.1)

moglichst klein ist.

Definition 2.1 Fiir eine Matrix A € R™%" und ein b € R™ heifst das Problem
|Ib — Ax||2 — min (2.2)

ein lineares Ausgleichsproblem. Eine Losung x € R™ des Ausgleichsproblems heifst
Ausgleichslosung oder kleinste-Quadrate-Losung.

Bemerkung Der Losungsbegriff in (2.2) ist eine Verallgemeinerung der klassischen Lo-
sung. Ist namlich m = n und ist x € R" eine klassische Losung, das heift, gilt Ax = b,
dann ist offensichtlich x ebenfalls eine Losung von (2.2). A

Satz 2.2 Die Losungen von (2.2) sind genau die Losungen der Gaufsschen Normalen-

gleichungen
ATAx = ATb, (2.3)

insbesondere existiert eine Losung x. Ist z eine weitere Losung, so gilt Ax = Az. Das
Residuum (2.1) ist eindeutig bestimmt und geniigt der Gleichung ATr = 0.
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Beweis. Betrachte das Funktional
H(x) = ||b — Ax[|? =Db'b — 2x"ATb + xTATAx > 0.

Da das Funktional stetig und nach unten beschrankt ist, gibt es ein Minimum. Dieses
Minimum von ¢ erfiillt

Vé(x) = —2ATb + 2ATAX = 0.

Dies ist genau dann der Fall, wenn x den Normalengleichungen (2.3) gentigt. Insbesondere
gilt dann AT(b — Ax) = ATr = 0. Auferdem folgt ¢(z) = ¢(x) fiir jede weitere Losung
z der Normalengleichungen. Wegen

#(z) = ||(b — Ax) + (Ax — Az)||; = d(x) +2(b — Ax)TA(x — z) + [ Ax — Azl];

=r

ergibt sich schlieflich ||Ax — Az|3 = 0. O

Bemerkung Aus ATr = 0 folgt, dass das Residuum senkrecht auf den Spalten von A
steht. Das Residuum r ist folglich Normale zum von den Spalten der Matrix A aufge-
spannten Raum. Daher erklért sich die Bezeichnung Normalengleichungen. A

Satz 2.3 Die Matrix ATA € R™" ist symmetrisch und positiv semidefinit. Dariiber
hinaus ist ATA genau dann positiv definit, wenn der Kern von A trivial ist, das heifst, wenn
kern(A) = {0}. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spalten von A linear unabhéngig
sind.

Beweis. Offensichtlich ist ATA symmetrisch und wegen
xTATAx = |Ax|5 >0 fiir alle x € R"

auch positiv semidefinit. Ist kern A = {0}, so gilt Gleichheit (“=") nur im Falle x = 0,
das heifst, ATA ist positiv definit. O

2.2 Singularwertzerlegung und Pseudoinverse

Offensichtlich spielt die Matrix ATA eine grofte Rolle beim linearen Ausgleichsproblem.

Im folgenden seien A, Ag, ..., A\, die von Null verschiedenen Eigenwerte von ATA
M>X > >N >N 0==\=0, (p<n)
und vy, va, ..., Vv, zugehorige orthonormale Eigenvektoren. Bezeichnen wir ferner mit
u; = L Av;, 1=1,2...,p, (2.4)

oy

so folgt fiir alle 1 < 4,5 < p dass

—_

AV]) A AV]‘) TV]‘ = 51'7]‘.

)\j V]
T \F ff AV
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Die Vektoren {u;}’_; bilden folglich eine Orthonormalbasis von img(A) und kénnen durch
weitere m — p Vektoren up4q,...,u, zu einer von R ergénzt werden.

Es gilt wegen (2.4)

1

ATy, = ATAv, =/ \v;, i=1,2,...,p,
VA !
wahrend
ATy, =0, i=p+1,...,m,
da

{u,,1,...,u,} C img(A)* = kern(AT).

Wir fassen zusammen:

Satz 2.4 Zu jeder Matrix A € R™ " existiert eine Singuldrwertzerlegung (SVD =
singular value decomposition), das ist ein Tripel ({o;}!_;, {w;}7,, {vi}? ;) mit

o1 >09 2> >0, >0,

m T - e o
w, € R, ulu; =46, t,5j=12,....,m,
n T — N
VZ'ER, Vivj—éi,ja Z,j—1,2,...,n,
und
— T — ) —
AVZ‘ = o;Uu;, A u;, = o;V;, 1= 1,2,...,]9,

Av, =0, ATu, =0, k, 0> p.

Ferner sind o7 entsprechend ihrer Vielfachheit genau die von Null verschiedenen Eigen-

werte von ATA.

In Matrixnotation lasst sich Satz 2.4 kiirzer schreiben. Wir setzen

U .= [ul,uz,...,um] e R™™ V.= [V1,V2,---,Vn] € R™,

01
5= |0 erme
Op
0 K
und erhalten
A=UXVT AT=VXTU". (2.5)

Dabei sind die Matrizen U und V orthogonal.
Alternativ zu (2.5) gelten die Summendarstellungen

p p
— T _ T
A = E o;u; VvV, , AT = E o;v;u,;.
i=1 =1
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Definition 2.5 Sei UXVT die Singularwertzerlegung von A und

1
0y

2+ — O c RnXm.

Dann heifst die Matrix
AT =VXtyT e R™

Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse von A.

Auch fiir die Pseudoinverse gilt eine ensprechende Summendarstellung

p
1
At = Z —vu], (2.6)
=1 ¢
aus der sofort folgt
kern(AT) = kern(AT) = img(A)*, img(A™) = img(AT) = kern(A)~. (2.7)
Beispiel 2.6 Fiir die Matrix
11
11
A= 11
11

gilt
img(A) =span {[1,1,1,1]T}  kern(A) = span {[—1,1]7}.
Hieraus folgt
img(A™) = kern(A)" = span {[1,1]}

la By 6
A+_Lfﬁv J'

Da fiir alle u mit [1,1,1,1]7 L u gilt ATu = 0 ergibt sich zwangslaufig « = =~y = 9,
das heift,

und daher

1 111

Der Parameter o berechnet sich wie folgt: Es ist p = 1 und

A+_QF 11 1

1
1 |1 11
Vi = —= |:1:| ; u = 5 11| Avl - \/5 :2\/51117
1

—_ = = =

ergibt sich aw = 1/8. A
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Der Name “Pseudoinverse” beruht auf folgendem Resultat:

Satz 2.7 Die Pseudoinverse A" von A € R™*" ist die eindeutige Losung der vier Glei-
chungen

(1) AXA=A (ir) (AX)T=AX

(i) XAX =X () (XA)T=XA

Beweis. Wir weisen zunéchst nach, dass die Pseudoinverse X = A ™ alle vier Gleichungen
erfiillt. Wegen

-1
o1 04

Yt = 0 0| _ |10 F grm (2.8)
Jp gp_l 0 O

0 |0 0 |0

folgen die ersten beiden Gleichungen

AATA = UXVTVETUTUZVT = USETEVT = UXVT =A,
ATAAT =VIZTUUTEVIVEUT =VIETESTUT = VETUT =A*.

Weiter ist AAT = USEUT und somit wegen (2.8) symmetrisch. Entsprechend ist auch
ATA symmetrisch, womit auch die beiden letzten Gleichungen gezeigt sind.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass die vier Gleichungen nur die eine Losung X = AT haben.
Wegen (i) ist
0=AXAv;, - Av;,=AXAv, —v;), 1=1,2,...,p.
—~

=0oiu;

Dies bedeutet, dass

Xu; = —v;+w; firein w; € kern(A).
op)
Wegen w; € kern(A) C kern(XA) und (iv) folgt fiir jedes i =1,2,...,p
1 1 1
0=(XAw,)T| —v; | =wW] XA —v; | =w/Xu;, =w] [ —v; + w;

Oi Oi i

1 2

= —w]v; +wlw; = [|w;]]°.
&
———

=0, da
vilspan{vy, 1,..., vn }=kern(A)

Dies bedeutet w; = 0 und daher
Xllz‘ = —V;, 1= 1,2,...,]9. (29)

Hieraus folgt die Inklusion

img(AX) D span{AXu; : i =1,2,...,p} =span{Av;: i =1,2,...,p}
=span{w; : i =1,2,...,p} = img(A).
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Da andererseits trivialerweise img(AX) C img(A) ist, ergibt dies
img(AX) = img(A).
Aus (i) folgt damit
kern(AX) = img(AX)* = img(A)* =span{u; : i =p+1,...,m}.
Demnach ist
AXu; =0 bzw. Xu; =w; €kern(A), i=p+1,...,m.
Gleichung (i7) impliziert jedoch w; = 0, denn
w; = Xu;, = XAXu;, = XAw; =0, i=p+1,...,m. (2.10)

Ein Vergleich von (2.6) mit (2.9) und (2.10) zeigt, dass X und A™ iibereinstimmen, also
AT die einzige Losung der Gleichungen (i)—(iv) ist. O

Bemerkung Ist A invertierbar, dann ist A™ = A~! wegen Gleichung (i) bzw. (i7). A

Den Zusammenhang zwischen Pseudoinverse und linearem Ausgleichsproblem beschreibt
der folgende Satz.

Satz 2.8 Der Vektor A*b ist die eindeutige Losung des linearen Ausgleichsproblems
(2.2) mit minimaler || - ||>-Norm.

Beweis. Nach Satz 2.7 (i) ist

AA'b — b € kern(AY) = img(A)* = kern(AT).

Also erfiillt A*b die Normalengleichungen (2.3)
ATA(ATb) = ATb

und ist daher eine Losung des linearen Ausgleichsproblems.
Ist z eine zweite Losung der Normalengleichungen, dann gilt geméf Satz 2.2

w:=A'b—-zc¢ kern(A).

Da A*b € img(A™) = kern(A )+ haben wir z = A*b — w orthogonal zerlegt, und nach
dem Satz des Pythagoras gilt

25 = [IATBIS + [Iwll3 > [ATb]3.
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Korollar 2.9 Hat A € R™ " vollen Rang rang(A) = n < m, dann gilt AT =
(ATA)1AT.

Beispiel 2.10 (Fortsetzung von Beispiel 2.6) Zu lsen sei das lineare Ausgleichsproblem
||Ax — bl|s — min mit

11 2

11 0

A= 1 1) b= 0

11 -1

Die Losung x mit minimaler Euklidnorm ist
2
it 1.1 1110 11
—AthH — = —
X—Ab_g[1111] 0 8[1]'
—1

Alle anderen Losungen haben wegen kern(A) = [1, —1]T die Form

11 1
x_g[l]jta{_l}, a e R.

2.3 CG- und CGLS-Verfahren

Es sei A € R™" eine symmetrische, positive definite Matrix und b € R™. Das Verfahren
der konjugierten Gradienten oder CG-Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssys-
tems Ax = b geht davon aus, dass die Losung x eindeutiges Minimum ¢(x) = 0 des
Funktionals

1 1 1
0(z) = 5(b— Az)TA ™' (b — Az) = 57 Az —zTb+ 5loTA—llo >0

ist.
Ausgehend von einer Startndherung z wollen wir ¢ in die Richtung d minimieren

2

oz + ad) = ¢(z) + %dTAd —ad"(b — Az) — min.

aceR
Aus

0¢(z + ad)

5o = ad"Ad —dT(b - Az) =0

folgt daher
~ d’(b— Az)

0= (2.11)
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Lemma 2.11 Die Vektoren dg,d;,...,d; seien A-konjugiert, das heilst, es gelte
d/Ad; =0 fur alle i # j. Ist

Xp, = arg min o(z)
zexo+span{do,di,....dx_1}

und setzt man

dTI‘k
= d =k =b-A 2.12
Xk+1 = X + Qpdyg, Qg dIAd,’ r Xk, (2.12)
so folgt
Xpp] = arg min o(z).

z€xo+span{do,d1,...,ds }

Beweis. Die A-Konjugiertheit der Vektoren {d,} impliziert djA(x, — x¢) = 0 fiir alle
0 < ¢ < k. Daher folgt

2

é(xx + ady) = ¢(xz) + %d;Adk — adl(b — Axy)
= (b(Xk) + %d;Adk — Oédl(b — AXO)
= (b(xk) + ()O(Oé)7

das heifst, das Minimierungsproblem entkoppelt. Da nach Voraussetzung x; das Funktio-
nal ¢ tiber xo+span{dy,d; ...,d;_;} minimiert, wird das eindeutige Minimum angenom-
men, wenn ¢(«) minimal ist. Dies ist aber nach (2.11) genau dann der Fall, wenn

L di(b—Axy) _ di(b— Ax)
"7 dlAd,  dJAd,

(2.13)

O

Die Idee des CG-Verfahrens ist es nun, ausgehend von einer Startndherung x, sukzessive
iiber die konjugierten Richtungen dj; zu minimieren. Die Folge der Residuen

ro=b—Axg, Tr1=b— Axp vy —apAdy, k>0, (2.14)

erfiillt dann fur alle ¢ < k

k—1
dlr, = d](b — Ax,) = d] <b —Axg -y aiAdZ) = dl(b— Axo) — a,d]Ad, “2Y 0,
i=0

(2.15)
Da die Richtungen d; paarweise A-konjugiert und folglich linear unabhéngig sind, ergibt
sich r, = 0, das heikt, das CG-Verfahren liefert die Losung A~'b nach héchstens n
Schritten. Zu beantworten bleibt daher nur die Frage, wie die Suchrichtungen d; geschickt
gewahlt werden konnen.
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Lemma 2.12 Fiir beliebiges dy = r( erzeugt die Rekursion

rp 1 =Tr Ad dpy1=r Brd Br = diAry, (2.16)
=TIy —Q = — — )

k+1 k kAdy, k+1 k+1 Kk, k dTAd,

solange eine Folge nichtverschwindender A-konjugierter Vektoren dg,di,...,dgs; bis

i1 = 0 ist.

Beweis. Sel

Ki(A, o) := span{ry, Arg, ..., A" ry}.

Wir zeigen zunéchst induktiv, dass stets gilt
Ki(A, rg) = span{rg,ry,...,r5_1} = span{do,dy,...,dg_1}.

Da fiir £ = 1 die Aussage klar ist, nehmen wir an, sie gilt fiir ein £ > 1. Dann folgt

2.16
I ( = ) o1 —0Qp—q Adkfl S Ick+1(A7 I‘O).
~—~ N——

e’Ck(Aer) e’Ck+1(A7r0)
Gemaék (2.15) ist ry L span{dy,dy,...,dr_1} = Kir(A, 1), dies bedeutet
le(Aa rO) g Span{r07 ry,..., rk} - IC]C-I—l(A) rO)'

Da die Dimension von Kjq(A,rg) hochstens um 1 hoher ist als die von ICf (A, ry), muss
gelten
’Ck+1(A, I‘Q) = span{ro, ry,..., I‘k}.

Aus ry = dy — Br_1d;_q folgt
Span{d07 dla SRR dk} = Span{d07 d17 s 7dk;—17 rk}
= span{ro,ri,..., 51, Tp} = Krp1 (A, 1o).

Insbesondere muss aus Dimensionsgriinden d; # 0 sein.

Es verbleibt die A-Konjugiertheit zu zeigen: Angenommen, dgy, dy, ..., d; sind A-konjugiert.
Der Induktionsschritt folgt dann aus

2.16 2.16 dl Ar
dlAd P2 dTA (v — Bedy) P20 dT Ay — e dTAd, = 0
ke k
und fiir alle ¢ < k
2.16 dl Ar
ATAdy,; 2 dT Ay, — e dIAd, = (Ad)Tr = 0
k ko Ne=—~—
=0

wegen Ady € Kiiq(A,rg) Ly, d

Um den CG-Algorithmus endgiiltig zu formulieren, bemerken wir zunéchst, dass gilt

o, 13 dire @16 (v = Spadp)Tre @as) fees
"7 dlAd, dTAd, dTAd;’

(2.17)
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Wegen ry C Kii1(A,rg) L 1y folgt ferner

(2.16) 1 (2.17) _d;Adk

djAr, = (Ady) Tt = — (g — 1) TR = 5 kgl
a7 Ire 13
und damit
djArsi s 13
B = —& =— , 2.18
T aAd T s 21

Kombination von (2.12) und (2.16)—(2.18) liefert schlieflich:

Algorithmus 2.13 (CG-Verfahren)
input: Matrix A € R™*", rechte Seite b € R™ und Startndherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ro
@ Initialisierung: setze dg =rg:=b — Axg und k£ := 0
@ berechne

_mell3

T dTAd,

Xp41 = Xg + apdy

i1 i= Ty — apAdy

Ire4all5
Br =
Irxll3
diy1 =T + Brdy

® falls ||rgi1]l2 > € erhdhe k := k + 1 und gehe nach @

Das CG-Verfahren wird generell als Iterationsverfahren verwendet, das heifst, man bricht
die Iteration ab, falls die Residuennorm |ry||> kleiner als eine Fehlertoleranz e ist. Pro
[terationsschritt wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation bendtigt. Allerdings hangt
die Konvergenz des Verfahrens stark von der Kondition der Matrix ab.

Satz 2.14 Die Iterierten {x;} des CG-Verfahrens gentigen beziiglich der Energienorm

Ix[la == V{x,x)a = VXTAx

der Fehlerabschétzung

veonds A — 1 k
[x — o[-

X —X <2l ———
| tlla = (\/COHdQA +1
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Beweis. Wegen 1, = b — Ax;, = A(x — xy,) folgt
|x — xx||32 = (b — Ax;)TA (b — Axy)

: 2
= min X —Z
Z€X0+’Ck(A 1‘0) || ||A

= min ||x —X¢ — c1rg — c2Arg — - - — oA 1I'OHA

cERk
- Helﬁgn [(x — x0) — 1 A(x — Xq) — A’ (x —Xq) — -+ — CkAk(X —xo)[[a
— min (1= c/A — A2 — - — . A)(x — xo)[[A

ccERk ~~ d

=p(A)

B _ 2
= nin [P(A)(x — x0)||a-

Da A € R™" symmetrisch und positiv definit ist, existieren n Eigenwerte 0 < A\ < Ay <
-+ < A\, und zugehorige orthonormale Eigenvektoren {v;}" ;. Hiermit ergibt sich

ZV X — XO Z%Vz
und

Ix —xol[a = Z Vi vi AV, = Z [7il* A
i=1

ij=1
Fiir ein beliebiges Polynom p folgt daher

Ip(A)(x = x0)[[2 =

=D Il lp() A
1=1

< 2y _ ™ 2lx — xall2

< (nfax|p(> )2; il = mie [p() Plx = %o 3
Wir werden nun ein spezielles Polynom ¢ € {p € Il : p(0) = 1} angeben, fiir das sich
die gewtinschte Fehlerabschitzung ergibt. Dazu wihlen wir das (k + 1)-te T'schebyscheff-
Polynom

To(t) = cos(k arccost), It] <1
T N+ VES DR+ VE =), ] > 1
und setzen
(O + A1 = 20)/ (A = M)
9(A) = :
T (A + M)/ (A = A1)
Wegen
An + A1 — 22
A€ [A1, A — € [-1,1
S [ 1 ] )\n _ )\1 S [ ]
und maxy <y |T5(t)| = 1 folgt daher
n 1 2
)\Z' = g
N = o e =) F e

mit

>\n
_)\n+)\1+ ()\n+)\1)2_ +1 ~ Vcondy A +1
=\ A — N / -~ eond, A — 17
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Zusammengefasst haben wir damit schlieflich gezeigt, dass

2¢7k B
I =012 < nfe () [ = Xalla < ——5ellx = xola < 267 x = 0]l

O

Bemerkung Aus der Approximationstheorie ist bekannt, dass das im obigen Beweis
verwendete Polynom auf die kleinstmogliche obere Schranke fiihrt. JAN

Wir wollen das CG-Verfahren nun dazu verwenden, die Normalengleichungen
ATAx=ATb

zu 16sen im Falle rechteckiger Matrizen A € R™*™ mit m > n = rang(A). Allerdings soll
das explizite Ausmultiplizieren der Matrix ATA vermieden werden, da deren Kondition
wesentlich schlechter ist als die von A. Zudem ist mit der Matrix A nicht notwendig auch
ATA diinnbesetzt.

Es bezeichne r, = b — Ax;. das Residuum und
s, = ATb — ATAx;, = ATry,

das Residuum der Normalengleichungen. Die Berechnung von sg,; geschieht dann im
Algorithmus am besten in zwei Schritten

Tpp1 i= T — apAdy, Sk+1 = ATrp .

Benutzt man ferner ) )
I
di(ATA)d,  [[Adi]3’

so kann die explizite Multiplikation ATA vollstandig vermieden werden:

(673

Algorithmus 2.15 (CGLS-Verfahren)
input: Matrix A € R™*", rechte Seite b € R™ und Startndherung x, € R"
output: Folge von Tterierten {xy}ro

@ Initialisierung: setze ro = b — Axg, dg = sg := ATrg und k£ :=0
@ berechne

oo il
[Ad,]2

Xpq1 i= Xp + apdy

i1 i= Ty — apAdy
Sk+1 = ATrpyy
5o sl
Isk13
diy1 = Spe1 + Bedy

® falls ||sgy1]|2 > € erhdhe k := k + 1 und gehe nach @
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Proposition 2.16 Die k-te Iterierte x;, des CGLS-Verfahrens liegt im verschobenen
Krylov-Raum

xo + Ki(ATA, ATrg) = x¢ + span{ATrg, (ATA)ATr, . . ., (ATA)k_lATrO}.
Unter allen diesen Elementen z dieses affinen Raums minimiert x; die Residuennorm
||b — AZ||2.
Beweis. Geméf der Konstruktion des CG-Verfahrens minimiert die Iterierte x; das Funk-

tional

#(z) = (ATb — ATAZ)T(ATA) (AT — ATAz)
= (b—Az)TA(ATA) 'AT(b — Az)
T

=|[b— Azl

unter allen Elementen z € xq + ICr,(ATA, ATrg). O

Bemerkung Man kann das CGLS-Verfahren sogar auf beliebige Matrizen A € R™*"
anwenden, insbesondere auf Matrizen ohne vollen Rang, falls man einen Startvektor xy €
img(ATA) = kern(ATA)* wihlt, beispielsweise xo = 0. Da

ATrg = AT(b — Axg) € img(ATA) L kern(ATA),
gilt fiir die Iterierten stets
X, € X0+ Kp(ATA, ATrg) € img(ATA) L kern(ATA).

Mit anderen Worten, man iteriert nur orthogonal zum Kern von ATA. Daher folgt insbe-
sondere, dass x; auch stets die Losung mit der kleinsten Euklid-Norm ist. A
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3. Nichtlineare Ausgleichsprobleme

3.1 Gradientenverfahren

Ein nichtlineares Ausgleichsproblem liegt vor, falls zu gegebenen Daten und Funktionen

Y1 f}(Zl,Zz,...,Zn)
21,29y s Zn
v= |7 erm,  fz) = faler, 22 ' r L Re
Ym tﬁn(217227---7xn)
dasjenige x = [x1, Xa, ..., T,|T gesucht wird, das die Minimierungsaufgabe
b(z) := —Hy f(z)|? = Z\yz fi(z1, 22, ..., zp)|> = min (3.1)

zeR?

16st.

Nichtlineare Ausgleichsprobleme konnen im allgemeinen nur iterativ gelost werden. Da
hierzu Gradienteninformationen benotigt wird, setzen wir f als stetig differenzierbar vor-
aus. Die Ableitung f’ sei zusétzlich sogar Lipschitz-stetig.

Zunéchst wollen wir das Gradientenverfahren betrachten, das auch Verfahren des steilsten
Abstiegs genannt wird. Die Idee dabei ist, die Iterierte x; in Richtung des Antigradienten

g—;(xk) g_;(xk) e g%(xk)
—Vo(xx) = (f'(xx) " (v — f(x)), f(xi) = a_“(ZXk) 3_22(:}(’“) EEX’C)
Goa) Gmea) - Gma)

so aufzudatieren
Xpi1 = X — pVo(xi), o >0,

dass ¢(xp+1) < ¢(xg) ist. Dass dies im Fall Vo (x;) # 0 immer moglich ist, zeigt uns das
nachste Lemma.

Lemma 3.1 Vorausgesetzt es ist ¢'(x;) # 0, dann gibt es ein § > 0, so dass die Funktion
p(a) = o(xx — aVo(xy))

fiir alle 0 < o < § streng monoton fallt. Insbesondere gilt

¢ (xx — OVP(xx)) < (0) = ().
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Beweis. Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar und es gilt

10 = L o(x — aVolx)| = IVaI <0.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt die Existenz eines 6 > 0 mit ¢'(a) < 0 fiir alle 0 < a < §
und damit die Behauptung. O

Algorithmus 3.2 (Gradientenverfahren)
input:  Funktion ¢ : R® — R und Startndherung x, € R"
output: Folge von Iterierten {xy}ro

@ Initialisierung: wihle o € (0,1) und setze k := 1
@ berechne den Gradienten V¢(x;) und setze ay, := 1
® solange
¢ (% — Vo (x1)) > d(xx) — carl|Vo(x) 3 (3.2)
setze ay, 1= ay/2
@ setze Xpy1 = Xp — Vo (Xy)
® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Bemerkung Man beachte die modifizierte Abbruchbedingung der Liniensuche in (3.2),
die nicht nur ¢(xy41) < ¢(xx) garantiert, sondern die Armijo-Goldstein-Bedingung

O (% — Vo (xr)) < d(xx) — oor[Vo(xi) |- (3.3)
Dass die Liniensuche mit einem oy > 0 abbricht, folgt aus
¢(xr — aVo(xx)) = p(a) = (0) + ag'(0) + O(a?) = ¢(xi) — al|[ V(x5 + O(a?).
A

Satz 3.3 Essei D C R” eine offene Menge, in der f stetig differenzierbar und f’ zudem
Lipschitz-stetig ist. Ferner sei neben xy auch die gesamte Niveaumenge {z € R" : ¢(z) <
#(X0)} in D enthalten. Dann gilt fiir die Iterierten {xy}x>o aus Algorithmus 3.2

Vo(xx) = 0, k— oo.

Beweis. Da D die gesamte Niveaumenge enthélt, ist sichergestellt, dass die Iterierten
{xx}x>0 alle in D enthalten ist. Nach Konstruktion ist dann die Folge {¢(x}) }x>0 monoton
fallend und nach unten beschrankt. Daher folgt aus der Armijo-Goldstein-Bedingung (3.3),
dass

k
$(x0) = (x1) +0al| Vo(x0)[5 = -+ = d(x1) +0 ) el Ve(xe)ll3 = 0.
£=0

Da die Reihe auf der rechten Seite notwendigerweise fiir & — oo konvergent ist, folgt

arl|Vo(xp)|; =0, k— oco. (3.4)
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Es verbleibt zu zeigen, dass oy > ¢ fiir ein € > 0.

Fiir festes k ist aufgrund von Algorithmus 3.2 o, = 1 oder die Armijo-Goldstein-Bedingung
ist fir 2ay, verletzt:

2000||Vo(xk)[15 > d(xk) — ¢ (%1 — 20 V(x) ) = 20| V() |15 — Ro(x, 20%)

mit dem Taylor-Restglied
Ra(xi, 201) = 200 (IVo(x0)[} — o (x — EV6(x0)) Voxi) ), € € (0,2a5).

Da f’ Lipschitz-stetig ist, ist das Taylor-Restglied Ro(xy,2ay) durch ya2|[Ve(x)||3 fiir
ein geeignetes 7 > 0 beschrankt. Daher ist

Yl Vo (xn)llz > 201 Vo (xi) 13 — 2005 Vo) 13 = 20 (1 — o) [V ()12,

dies bedeutet
2(1 —
Qg > M =:e>0.
Y
Somit bleibt «ay, fiir alle & > 0 grofer als min{1, e} und daher folgt die Behauptung aus

(3.4). 0

Beachte: Satz 3.3 besagt nicht, dass die Folge {xj}r>0 selber konvergiert. Selbst wenn
die Folge {xy }x>0 konvergiert, braucht der Grenzwert dariiber hinaus kein Minimum von
¢ zu sein.

Beispiel 3.4 Gegeben sei die Funktion f(&, 1) = [£,72—1,£(n*—1)]T und der Datenvektor
y = 0. Wir betrachten das nichtlineare Ausgleichsproblem

o(&n) = lly =& n)l; =+ - 1) +(n* —1)> = min.

Das Minimum von ¢ ist 0 und wird offensichtlich fiir £ = 0 und n = £+1 angenommen.
Hat eine Iterierte x; von Algorithmus 3.2 die Form x; = [¢, 0]7, dann gilt

2642602 — 1) } ‘ N {4&}
Vo(xy) = 200° = DA+ )] ey LO]

Daher hat die néchste Iterierte zwangslaufig wieder die Form x4 = [{x11,0]T und nach
Satz 3.3 konvergiert Vo (xy) = [4&k, 0]T gegen Null. Deshalb streben auch &, und x; gegen
Null fiir £ — oo. Dennoch ist [0,0]T lediglich ein Sattelpunkt von ¢, da ¢(0,7) fiir n =0
ein lokales Maximum aufweist. JAN

3.2 Gaul-Newton-Verfahren

Natiirlich kann man das nichtlineare Ausgleichsproblem (3.1) auch mit dem Newton-
Verfahren fiir die Gleichung

Vi(z) = —(F(2)"(y ~ () £ 0
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l6sen, was der Iteration

Xpp =%, — (0"(x4)) T Vo(xy), k=0,1,2,...

entspricht. Hierzu wird jedoch neben dem Gradienten V¢ auch die Hesse-Matrix benotigt,

das ist
¢'(z) = (£'(2))'f'(z) - (v — £(2)) " (2).
In der Praxis will man die Berechnung des Tensors f”(z) € R™*(™*™ jedoch vermei-

den. Daher vernachliissigt man den Term (y — f(z)) " (z) und erhélt das GaufS-Newton-
Verfahren.

Zau dessen Herleitung linearisieren wir die Funktion f
f(z + h) = £(z) + £'(z)h + o([|h]>).

Ist nun x;, eine Naherungslosung des Ausgleichsproblems (3.1), so erwartet man, dass die
Optimallosung X1 = X + dj des linearisierten Problems

min |y — £(x) = £'(Gadhlls = [lrx — £'(c)dillz, e =y — F(x)

eine bessere Losung des Ausgleichsproblems ist. Gemaéfs Definition muss das Update dg
die Normalengleichungen

(f/(Xk))Tf/(Xk)dk = (f/<Xk))TI'k
16sen. Dies fiihrt auf folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.5 (GauB-Newton-Verfahren)
input:  Funktion f : R® — R™, Datenvektor y € R™ und Startndherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ro
@ Initialisierung: setze k = 0

@ l16se die Normalengleichungen
(f/(Xk))Tf/(Xk)dk = (f/(Xk))T(y — f(Xk)) (35)

® setze xXpy1 1= Xi + dg
@ erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Satz 3.6 Sei D C R” offen und f : D — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Das
Minimierungsproblem (3.1) habe eine Losung x € D mit rang (f’(x)) =n<m. Sei\>0
der kleinste Eigenwert von (f/(x))'f’(x). Ferner gelte die Lipschitz-Bedingung

1£(z) — £'(x)]l2 < allz — x| (3.6)
und

|(£(z) — £'(x)" (y — £(x))]], < Bllz — x|l (3.7)

mit < A fiir alle z aus einer Umgebung von x. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir
jeden Startvektor xy € B.(x) die Folge der Iterierten {xy}s>o mindestens linear gegen x
konvergiert.
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Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein £, > 0, so dass (3.6) und (3.7) fiir alle z € B.,(x)
gelten. Aus Stetigkeitsgriinden folgt auferdem die Existenz von v > 0, so dass

I1f'(2z)]|2 <~ firalle ze B, (x).
Wegen rang (f'(x)) = n ist die Matrix (f/(x))"f/(x) regulér mit

1
H ((f’(x))Tf’(x)) _— (3.8)
Daher gibt es zu beliebigem § > 1 ein 5 > 0 derart, dass (f'(z)) 'f'(z) regulér ist und

. A
(Fe)ee) |

Wir wihlen § > 1 derart, dass zusétzlich gilt

A
§< 2, .
<3 (3.10)

Weiter gibt es ein €3 > 0, so dass fiir jedes x;, € B.,(x) folgt
1£(x) = £(xi) — £ (i) (x = %) 12

f’(x + t(xp, — x)) (xp — x) dt — £'(x) (x — X)

-1

< ; fir alle z € B.,(x). (3.9)

2

H( ' (x + tx, —x)) — f’(m)dt) (x5 — X)

2

< =l Gt =) — £ )
0

1
<= xla [t Do = )
0

o
= 2 — xI3

A— 6
€ :=min {61,52,63, 76} > 0.
ayo

Wir setzen nun

Aus (3.5) folgt fiir x € B.(x) dann

Xpi1 — X =X, +dgp — X
= ((f/(Xk))Tf'(Xk)> B [(f'(Xk))T(y —£(x)) — (F'(xx)) "' (i) (x — Xk)]
= () 000)) [(Fx0) T (v — £0)

(8 0)) T (£60) — £01) — £ (x — 1) |.

Hieraus ergibt sich mit (3.8) und (3.9)

s =l < [ (0600 T00) | [1800)" 3 = 160)

+ 18 () 2l (%) — £0xk) — £(x) (x — Xk)llz}

< I - 6o, +

O"V
nm—ﬂﬂ. (3.11)
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Wegen 0 = V¢(x) = —(f/(x))"(y — £(x)) erhalten wir aufgrund von (3.7)

(£ (xi)) " (v = £G) [, = [ (FCx) = £(2)) " (y = £0) ||, < Bl = xo,
dies bedeutet,

5 6 A—p0
HXkH B XH2 < X 5+ % ka _ XHZ } ka — XH2 < [% + 2)\5 ] HXk — X”2.
<e<(A—=B6)/(ay9) =(A+88)/(2))

Wegen (3.10) ist die Konstante (A4 36)/(2)) < 1, das heifst, alle Iterierten {xy }x>o liegen
in B.(x) und konvergieren mindestens linear gegen x. Ol

Bemerkung Die Voraussetzung (3.7) besagt im Prinzip, dass das Residuum r(x) =
y — f(x) klein genug sein soll. Dies sicht man insbesondere, wenn man sie durch die
starkere Bedingung

Iy — £l <
ersetzt. Dann folgt ndmlich (3.7):
[ (€)= £60)"(y = £)], = [£'2) — £Cls [y = £z < Allz = ]l

~
<allz—x]||2 <M a

A

Korollar 3.7 Zusétzlich zu den Voraussetzungen aus Satz 3.6 gelte f(x) = y. Dann
existiert ein € > 0, so dass fiir jeden Startvektor xo € B.(x) die Folge der Iterierten
{xx}x>0 quadratisch gegen x konvergiert.

Beweis. Aus Satz 3.6 folgt die lineare Konvergenz der Iterierten {xy}r>0 gegen x. Zum
Nachweis der quadratischen Konvergenz bemerken wir, dass aufgrund der Voraussetzung
(3.7) mit § = 0 gilt. Daher folgt aus (3.11)

xh 1 = xll2 < =[x —x]l2.

3.3 Levenberg-Marquardt-Verfahren

Das Levenberg-Marquardt-Verfahren ist ein Trust-Region- Verfahren, also ein Verfahren,
bei dem der Linearisierung nur im Bereich ||dg||2 < A vertraut wird. Demnach wollen wir
das restringierte Optimierungsproblem

1
heRgﬁlhrﬁzSAw( ) hERgﬁlhrﬁQSA 2 Hrk (Xk) HQ’ ( )

16sen, um die Iterierte dann mit der Losung d; aufzudatieren: xp,; = X + dy.

Da die Menge Ba(0) kompakt ist, existiert ein Minimum dg. Es treten dabei zwei Félle
auf:
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1. Das Minimum dj, liegt im Inneren der Kugel Ba(0) und erfillt

2. Das Minimum liegt auf dem Rand, erfiillt also ||h|s = A. In diesem Fall muss die
Hohenlinie von v in dj genau den Kreis 0B (0) tangieren, das heifst, der Gradient
Vi (dy) zeigt in Richtung des Nullpunkts:

Da die Gleichung (3.13) als Grenzfall Ay = 0 von (3.14) angesehen werden kann, erhalten
Wir:

Lemma 3.8 Die Losung dj des restringierten Problems (3.12) geniigt der Gleichung

((f’(xk))Tf’(xk) + )\kI) dy, = (£ (x0)) rs (3.15)

fiir ein Ay > 0. Dabei ist der Wert A\ genau dann positiv, wenn [|dg|ls = A > 0 gilt.

Der Vorteil des regularisierten Systems (3.15) liegt darin, dass es stets eindeutig 16sbar
ist, sofern Ay > 0 ist. Die zugehorige Losung

d; = ((f’(xk))Tf’(xk) n )\kI>_1(f’(xk))Trk - —((f’(xk))Tf’(xk) + )\kI>_1V¢(xk)

erfiillt offenbar die Abstiegsbedingung A Vo (xy) < 0, es sei denn, der Punkt x;, ist statio-
nar.

Bemerkung Ist A\, = 0, dann ergibt sich ein Gauf-Newton-Schritt, wiahrend d; fiir
A — oo der Richtung des steilsten Abstiegs entspricht. A

Wir miissen uns noch ein Kriterium iiberlegen, wie wir A wéhlen. Eine neue Néherung
Xp+1 = Xi + dg konnen wir anhand der Armijo-Goldstein-Bedingung (vergleiche (3.3))
bewerten:

Olxr +di) —o(xx)  1lly —fx)ll5 = lly — fOxi + di)ll3

d]Vo(xy) 2 dl(fGa) (v — fxe)

Wir wihlen zwei Toleranzgrenzen 0 < p~ < pt < 1 und akzeptieren den Iterationsschritt,
wenn 4 > g~ gilt. Dann war der Trust-Region-Radius A geeignet gewéhlt. Ist p > ut, so
konnen wir A sogar vergrofern. Ist hingegen p < p~, dann verwerfen wir den Iterations-
schritt und verkleinern A. Damit erhalten wir schliefslich den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.9 (Levenberg-Marquardt-Verfahren)
input:  Funktion f : R® — R™, Datenvektor y € R™ und Startndherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ro

@ Initialisierung: wéahle 0 < p~ < put < 1 und setze Ay :=1 und k£ := 0
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@ bestimme die Losung dj, des restringierten Optimierungsproblems (3.12)

® berechne ) )
Uy = £x)ll; = [ly — f(xx + di) |3

92 d] (£(xx))" (v — £(xx))

@ falls pup > p~ setze Xjy1 := X, + dg, sonst setze Ay := Ay/2 und gehe nach @

(3.16)

® falls pup > pt setze Apyq = 2, sonst setze Ap 1 = Ay
® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Satz 3.10 Es sei D C R” eine kompakte Menge, in der f stetig differenzierbar und f’
zudem Lipschitz-stetig ist. Ferner sei neben x, auch die gesamte Niveaumenge {z € R" :
#(z) < ¢(x0)} in D enthalten. Dann gilt fiir die Iterierten {xy}x>o aus Algorithmus 3.9

Vo(xx) = 0, k— oo.

Beweis. (i) Zunéchst beweisen wir eine obere Schranke fiir den Lagrange-Parameter \g
aus (3.15). Dazu nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass Ay > 0 und
daher ||dg|l2 = Ag ist. Aus (3.15) folgt

d;((f'<xk>)Tf'(xk) n )\kI)dk — dL(F/(x)) Trx < [l lo]| (F/(x0)) x|

Da (f/(xx)) "f'(x) positiv semidefinit ist, kann die linke Seite nach unten durch A, abge-
schétzt werden, so dass folgt

f/ X TI’ X ) |l2

(77) Als néchstes leiten wir eine untere Schranke fiir den Nenner v in (3.16) her. Im Fall
A > 0 ist (f’(xk))Tf’(xk) + A\l positiv definit, weshalb eine Cholesky-Zerlegung LLT
existiert. Dabei gilt

\%

ILTL = L, = [[(F00) F0) + NI, =[£Gl x5 et IOz

<c fir alle zeD g
Setzen wir w = L™V ¢(xy), so folgt unter Beachtung von (3.15) hieraus
- Vo)l w31V (xi)lI3
—(V T LLT 1V — T H 2 _ 2 2
w31V xi)lI3 [IVo(xi)ll2 .
> A . q
Wt IVoblla/a) = 1re  mridelVebld )

Im Fall Ay = 0 folgt
v = ' (xi) (F/(xi)) "o = [|Prril 3,
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wobei Py, = f/(Xk)(f/(Xk))+ den Orthogonalprojektor auf img (£/(xy)) bezeichnet. Wegen
L
img (f'(xy)) = kern ((f’(xk))T) folgt daher

IV 13 = | (€' Ger)) el = [ (8 0ei)) Py < (€ Gen)) 5ol < e

das heift, (3.18) ist auch im Fall A, = 0 giiltig.

(7i1) Wir beweisen nun, dass die rechte Seite von (3.18) gegen Null konvergiert. Bei er-
folgreichem Iterationsschritt ist p; > p~ und aus (3.16) und (3.18) folgt

p Vo)l

o min{A Vo)) (3.19)

(X)) — ¢(Xpy1) > v >

Da nach Konstruktion {¢(xx)}r>0 eine monoton fallende, nach unten beschrénkte Folge
ist, muss gelten
min{Ag, |[Vo(xi)|l2} — 0, k — oo. (3.20)

(1v) Als néchstes zeigen wir, dass ||Vo(xy)||2 fiir eine Teilfolge {k, }nen gegen Null kon-
vergiert fiir k,, — oo. Angenommen, die Behauptung gilt nicht, dann folgt

IVo(xp)||2 >e >0 firalle k> K(e).
Aus (3.20) ergibt sich damit unmittelbar
Ay —0, k— o0. (3.21)

Taylor-Entwicklung von gy, liefert jedoch
_ 0Ba) — é(xk) _ diVo(xs) + O([[dill5)

M= ATV o (x) ATV o(xy)
A2\ (3.18) Ay
140 _k) L 1+(9<7):1+0A kD ool
(uk VoGl (8)
>e>0

Demnach existiert ein M(g) > K(¢), so dass py > pu* fiir alle & > M(g). Ab dem M(e)-
ten Schritt wird folglich Ay in jedem Schritt von Algorithmus 3.9 verdoppelt, was jedoch
im Widerspruch zu (3.21) steht.

(v) Wir beweisen nun die Aussage des Satzes. Dazu nehmen wir an, dass eine Teilfolge
von {||Vo(xx)||2}r>0 nicht gegen Null konvergiert. Nach Aussage (iv) existiert dann ein
£ > 0 und zwei Indizes ¢ < m, so dass

IVoxo)ll2 > 26, [[Vo(xm)lla <&, [[Vo(xi)ll2>e, k=L+1,...,m—1.
Da {¢(xx) }r>o eine Cauchy-Folge ist, kann ¢ dabei so grof gewéhlt werden, dass

2

P(xe) — P(xm) < RETA

(3.22)

wobei L > 1 eine Lipschitz-Konstante von V¢ in D bezeichne. Wegen ||xj41 — Xg||2 < Ay
folgt aus (3.19) dass

Sy .
d(xi) — d(Xpr1) > 1L+Cmm{uxk+1 —xpllee), k=L0+1,.. m—1.
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Summation ergibt

~1
Ep , 3.22) e’
ming ||Xp+1 — Xill2, €f L 0(X¢) — 0( X)) < —,
e D min{ e —xullne} 06 o) < (37
was wegen L > 1 nur erfiillt sein kann, wenn
min{||xg+1 — Xkll2, €} = |Xpt1 — Xllay k=60+1,...,m—1,
und insgesamt
m—1 -
1eess = xill2 < 7
k=f
gilt. Dies ergibt
m—1
IV6(xm) = Voxo)la < Llxm = xella < LY [xps1 =Xl < €
k=t
im Widerspruch zur Annahme. Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir kommen nun zur Implementierung. Um das restringierte Minimierungsproblem (3.12)
zu losen, berechnen wir zunichst die Losung dj beziiglich des unrestringierten Minimie-
rungsproblems und akzeptieren den Schritt, falls ||dg||s < Ag. Ist hingegen [|dg||2 > Ay, so
wissen wir, dass das Minimum von (3.12) auf dem Rand liegt. Wir suchen dann dasjenige
Tupel (Mg, dy), das (3.15) und ||dg||2 = Ax 16st.

Es bezeichne z; > -+ > 2z, > 0 die Eigenwerte von (f'(x;))"f'(xx) und {v;}1, die
zugehorigen orthonormalen Eigenvektoren. Entwickeln wir die rechte Seite von (3.15) in
diese Eigenbasis

(F'(xk) T = > &ivi,

dann folgt

— / Tes Iy Vi — 3 SZ ’
di (M) = ((F/(0))F (x6) + T ;fm = 2 v

Die Forderung ||dx(A)|2 = Ay fithrt auf die nichtlineare Gleichung

- ‘fz‘Q L oA2
L) = — = A7

Diese kann mit dem Hebden-Verfahren gelost werden, einem Newton-Verfahren fiir die

Gleichung
1 1

N

Ausgehend vom Startwert A(?) = 0 konvergiert die zugehérige Iteration

A A 3/2()\(1')) A 1
NGRSO LA Gy RS VeSO =0,1,2,....
+ T/()\(Z)) " ( ) Ay »t T
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sehr schnell gegen die Losung \. Die explizite Spektralzerlegung kann vermieden werden,
indem man 7(\) = ||dx()\)]|3 und

r(N) = =200 (o) ((/(x0)) € () + )\I>3(f’(xk))Trk — —2d,(\)Tg())
mit ((f’(xk))Tf’(xk) + )\I)g()\) — du(N)

benutzt.

Fiir jede Hebden-Iterierte sind zwei Gleichungssysteme mit derselben Systemmatrix zu
16sen. Diese entsprechen genau den Normalengleichungen zu den Ausgleichsproblemen
2

[ [3]l, o 5T 00~ [l

Verwendet man die Q) R-Zerlegung QR = f'(x;), so kénnen letztere durch Anwendung
von jeweils n(n + 1)/2 Givens-Rotationen effizient gelost werden.

— min.
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4. Nichtlineare Optimierung

4.1 Einfiihrung

Optimierungsaufgaben treten in zahlreichen Anwendungsproblemen in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften, der Wirtschaft oder der Industrie auf. Beispielsweise versuchen
Transportunternehmen, die Fahrt- oder Flugkosten zu minimieren und dabei sicherzustel-
len, dass alle Auftrage ausgefiihrt werden. Ebenso fiihrt die numerische Simulation vieler
physikalischer Vorgéange in den Naturwissenschaften auf Optimierungsprobleme, da das
zugrundeliegende mathematische Modell oftmals auf dem Prinzip der Energieminimierung
beruht.

Unter einem endlichdimensionalen Minimierungsproblem wird die folgende Aufgabe ver-
standen: Gegeben sei eine Zielfunktion f : R™ — R. Gesucht ist ein Punkt x* € R", so
dass

f(x*) < f(x) fiir alle x € R".

Dabei ist es ausreichend, sich nur mit Minimierungsproblemen zu beschéftigen, da ein
Maximierungsproblem fiir f immer einem Minimierungsproblem fiir — f entspricht.

Definition 4.1 Essei f: R” — R. Ein Punkt x* € R" heifst globales Minimum, falls
gilt

f(x*) < f(x) fur alle x € R™
Das Minimum ist ein lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U C R" von x* gibt,
so dass

f(x*) < f(x) firallexeU.

Das Minimim heift strikt, wenn im Fall x # x* jeweils die strenge Ungleichung f(x*) <
f(x) gilt.

In der Regel ist es mit vertretbarem Aufwand nur méoglich, ein lokales Minimum von f in
einer Umgebung eines Startwertes xq zu bestimmen.

4.2 Optimalitatskriterien

Um ein lokales Minimum numerisch zu finden, versucht man iterativ die Gleichung V f(x) =
0 zu losen.
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Definition 4.2 Seien U C R" eine offene Menge und f : U — R eine stetig differenzier-
bare Funktion. Ein Punkt x* € U heift stationdrer Punkt, falls gilt

V(x") = 0.

Wir wiederholen einige bekannte Eigenschaften lokaler Minima aus der Analysis:

Satz 4.3 (notwendige Bedingung 1. Ordnung) Ist x* ein lokales Minimum von f und ist
f stetig differenzierbar in einer Umgebung von x*, dann gilt V f(x*) = 0. Der Punkt x*
ist also ein stationdrer Punkt.

Satz 4.4 (notwendige Bedingung 2. Ordnung) Ist x* ein lokales Minimum von f und
ist die Hesse-Matrix V2f stetig in einer Umgebung von x*, dann gilt V f(x*) = 0 und
V2 f(x*) ist eine positiv semidefinite Matrix.

Satz 4.5 (hinreichende Bedingung 2. Ordnung) Die Hesse-Matrix V2f sei stetig in einer
Umgebung von x* mit V f(x*) = 0. Ist V2 f(x*) eine positiv definite Matrix, dann ist x*
ein striktes lokales Minimum.

4.3 Konvexitat

Wir wenden uns einem wichtigen und in der Praxis oft auftretenden Spezialfall zu, bei dem
wir mit einem lokalen zugleich ein globales Minimum gefunden haben. Dazu sei angemerkt,
dass eine Menge D C R™ konvex ist, falls aus x,y € D auch Ax + (1 — \)y € D folgt fiir
alle A € (0,1).

Definition 4.6 Es sei D C R” eine konvexe Menge. Die Funktion f : D — R heifst
konvex auf D, wenn fiir alle A € (0,1) und alle x,y € D gilt

FOx+ (1 =Ny) SAfx)+1=Nf(y).

Gilt fiir x # y sogar stets die strikte Ungleichung, dann heifst die Funktion strikt konvex.
Gibt es ein p > 0, so dass

FOx+ 1= Ny) +pA1 = Nlx=yl; < Afx) + (1= N)f(y)

fiir alle A € (0,1) und alle x,y € D, dann heifit die Funktion f gleichméfiig konvex.

Beispiele 4.7
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1. Die Gerade f(z) := z ist konvex auf R, aber nicht strikt konvex.

2. Die Exponentialfunktion f(x) := exp(z) ist strikt konvex auf R, dort aber nicht
gleichmaéfig konvex.

3. Die Parabel f(z) := x? ist gleichméRig konvex auf R. Hingegen ist die sehr #hnlich
4

aussehende Funktion f(x) := z* zwar strikt konvex auf R, aber nicht gleichméfig

konvex.

A

fW) A
A (@) + (1= f(y)
f ()1

f()\:c +(1-— )\)y)

Bei einer eindimensionalen konvexen Funktion liegt die Verbindungslinie zweier Punkte

oberhalb des Graphen.
Bemerkung Sei f: R™ — R eine quadratische Funktion, das heift
1
flx) = QXTAX +b™x+c
mit einer symmetrischen Matrix A € R™*" b € R" und ¢ € R. Die Funktion f ist genau

dann konvex, wenn A positiv semidefinit ist. Ist die Matrix A sogar positiv definit, so ist
f sogar gleichméfig konvex. A

Satz 4.8 Seien D C R" eine offene und konvexe Menge und f : D — R stetig differen-
zierbar. Die Funktion f ist genau dann konvex auf D, wenn fiir alle x,y € D gilt

fx) = fly) > Viy)(x—y). (4.1)

Ist diese Ungleichung strikt fiir alle x # y, dann ist f sogar strikt konvex. Die Funktion
f ist genau dann gleichméfig konvex, wenn ein p > 0 existiert, so dass

f&) = fy) > Vi) (x—y)+pulx—yl3 (4.2)

fiir alle x,y € D.

Beweis. Es gelte zudchst (4.2). Fiir x,y € D und beliebiges A € (0, 1) ergibt sich dann
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mit z ;== Ax+ (1 — \)y

f(x) = f(z) > V[(2)(x —z) + pl|x — 2|3,
fy) = f(z) > Vf(2)(y —z) + uly — z|3.

Multipliziert man diese Gleichungen mit A beziehungsweise 1 — A und addiert sie anschlie-
fsend, dann folgt

M) + (1L =XNfy) = FOx+ (1= Ny) = pA(1 = N)]x—yl3,

das heifst, f ist gleichméfig konvex.

Sei f nun als gleichméfig konvex auf D vorausgesetzt. Fiir alle x,y € D und A € (0,1)
gilt dann mit einem g > 0

fly +Ax—y)) = F(Ax+ (1= Ny)
SA(x) + (1= N f(y) = pA(1=N)[x = yll3
und daher

fly + )‘(X;\Y)) — /) < f(x) = fly) —p(l=N)|x—yl3

Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von f folgt somit fiir A — 0+

Vi) (x—y) < f(x)— fly) — nlx—yl,

dies bedeutet, es gilt (4.2). Da der soeben gefithrte Beweis auch im Fall ¢ = 0 seine
Giiltigkeit behilt, folgt die Aquivalenz von (4.1) zur Konvexitit von f.

Es verbleibt zu zeigen, dass die strikte Konvexitidt von f die strikte Ungleichung

fx)—=fly) > VIy)(x—y)

fiir alle x,y € D mit x # y impliziert. Als strikt konvexe Funktion ist f insbesondere
konvex, das heifst, es gilt (4.1). Fiir

=lxry)=ix+(1-1
z:=g(x+y)=5x 5 )Y

ergibt sich daher
Vi) (x—y)=2Vf(y)'(z—y) <2{f(z) - [(¥)}. (4.3)

Ist x # y, dann folgt wegen der strikten Konvexitét
1 1
flz) < §f(X) + §f(}’)-
Dies eingesetzt in (4.3) liefert die Behauptung

Vi) (x—y) < f(x) = f(y)
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Satz 4.9 Die Funktion f: D C R" — R sei konvex. Dann ist jedes lokale Minimum x*
auch ein globales Minimum von f. Ist f zusétzlich differenzierbar, so ist jeder stationére
Punkt x* ein globales Minimum.

Beweis. Angenommen, der Punkt x* ist ein lokales, aber kein globales Minimum. Dann
gibt es einen Punkt y* € D mit f(y*) < f(x*). Fiir alle

x=Xx"+(1-Ny*, Xe€(0,1) (4.4)
gilt aufgrund der Konvexitét

f) S M)+ (A= Nfy") < F(X)

Da in jeder Umgebung von x* Punkte der Form (4.4) liegen, steht dies im Widerspruch
zur Annahme, dass x* ein lokales Minimum ist. Folglich ist jedes lokale Minimum auch
ein globales Minimum.

Wir zeigen nun die zweite Aussage. Dazu sei f differenzierbar vorausgesetzt und x* ein
stationdrer Punkt. Wir fithren den Beweis wieder per Widerspruch und nehmen an, dass
x* kein lokales Minimum ist. Dann konnen wir ein y* wie oben wéhlen und erhalten
aufgrund der Konvexitat geméfs (4.1)

Vi) (y" —x") < f(y") = f(x") <0

Deshalb ist V f(x*) # 0 und folglich ist x* kein stationédrer Punkt. O

4.4 Quasi-Newton-Verfahren

Im folgenden setzen wir stets voraus, dass f : D C R" — R stetig differenzierbar ist.
Beim Gradientenverfahren ist die Idee, die Iterierte x; in Richtung des Antigradienten
—V f(xx) aufzudatieren

Xpy1 = X — 4V f(x),
so dass f(xx+1) < f(xk) ist. Dieses Vorgehen haben wir bereits in Abschnitt 3.1 unter-
sucht. Viel besser als das Gradientenverfahren, welches nur mit linearer Rate konvergiert

(falls es iiberhaupt gegen ein Minimum konvergiert), ist das Newton- Verfahren, da dies
im Fall der Konvergenz quadratisch konvergiert.

Beim Newton-Verfahren ist das Update x;,1 := x; + di durch die Newton-Gleichung
V2f(xp)dr = —Vf(xz) gegeben. Da das Berechnen der Hesse-Matrix und das Lésen

dieses Gleichungssystems oftmals zu teuer ist, versucht man, (V2 f (Xk))_l durch einfach
zu berechnende Matrizen Hy, zu ersetzen und die Suchrichtung

dk = —Hka(Xk)

zu benutzen. Man spricht von einem Quasi- Newton-Verfahren, wenn fiir alle k& > 0 die
Matrix Hy; der Quasi-Newton-Gleichung

Hi 1 {Vf(xp1) = VF(Xi) } = X1 — X (4.5)
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geniigt. Diese Bedingung stellt sicher, dass sich Hy,; in der Richtung x;,; — x; @hnlich
wie die Newton-Matrix (V2 f (Xk))_l verhalt, fiir die gilt

Vf(Xps1) = VF(x) = V2 f(x0) (k1 — Xi) + O|[xpg1 — x][3).

Fiir eine quadratische Funktion ¢(x) = %XTAX + b™x + ¢ mit positiv definiter Matrix A
gilt (4.5) wegen Vq(x) = Ax + b sogar exakt. Ferner erscheint es sinnvoll, als Hy nur
symmetrische und positiv definite Matrizen zu wihlen. Dies garantiert, dass fiir V f(x;.) #
0 die Richtung dy, = —H;V f(x}) eine Abstiegsrichtung von f wird

Vf(Xk)Tdk = —Vf(Xk)THka(Xk) < 0.
Beide Forderungen lassen sich erfiillen: Mit den Abkiirzungen

Pr = Xpt1 — Xp, dp = V[(Xp1) — V(i)

und frei wahlbaren Parametern
Vi > 0, v > 0

ist Hy,q rekursiv gegeben durch

Hk-‘rl = q)(Hka Pk, Ak, Vi, Vk)a

q'Hq\\ pp’ 1—v
®H,p,q,7,v) =7H+ <1 + v ) - Hqq'H 4.6
( ) P9 /P'q q'Hq (46)
Yv
———(pq"H + Hqp').
P'q

Die Update-Funktion @ ist nur fiir p'q # 0 und q"Hq # 0 erkldrt. Man beachte, dass
man Hy,; aus Hy dadurch erhélt, dass man zur Matrix v, H;, eine Korrekturmatrix vom
Rang < 2 addiert:

rang(Hyy1 — 7 Hy) < 2.

Man nennt dieses Verfahren daher auch Rang-2-Verfahren.
Folgende Spezialfille sind in (4.6) enthalten:
1. v = 1, v = 0: Verfahren von Davidon, Fletcher und Powell (DFP-Verfahren).

2. v = 1, 1, = 1: Rang-2-Verfahren von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno
(BFGS-Verfahren).

3. v = 1, v, = prak/(Prar —PLHidr): symmetrisches Rang-1-Verfahren von Broyden.

Letzteres Verfahren ist nur fiir pjqy # pLHxqy definiert; v, < 0 ist moglich: in diesem Fall
kann Hy; auch indefinit werden, auch wenn Hj, positiv definit ist (vergleiche Satz 4.11).
Setzt man den gewéhlten Wert in (4.6) ein, erhélt man fiir Hy eine Rekursionformel, die
den Namen Rang-1-Verfahren erklért:

ZLZ)
Hy = H, + 5 bz =pr — Hyar,  ay = pLax — qiHeqs.
k

Algorithmus 4.10 (Quasi-Newton-Verfahren)
input:  Funktion f:R” — R und Startndherung x, € R"
output: Folge von Iterierten {xy}ren
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@ Initialisierung: setze Hy ;=T und £ :=0
@ berechne die Quasi-Newton-Richtung dy = —H;V f(xx)
® lose

ap &~ argmin f(x; + ady)
a€eR

@ setze Xpy1 := Xg + apdg, Pr = Xpa1 — X und qg = V f(xp11) — Vf(x)
® wahle v, > 0, v, > 0 und berechne Hy,, 1 := ®(Hy, pr, Ak, Tk, V) gemik (4.6)
® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Das Verfahren ist eindeutig durch die Wahl der Parameter 7, v, und die Minimierung in
Schritt @ fixiert. Die Minimierung xj + X;1 und ihre Qualitdt kann man mit Hilfe eines
Parameters o, beschreiben, der durch

vf(XkJrl)Tdk = O'ka(Xk)Tdk = —O'ka(Xk)THka(Xk)
definiert ist. Falls dj eine Abstiegsrichtung ist, das heifst V f(x;)Tdy < 0, dann ist oy
eindeutig bestimmt. Bei exakter Liniensuche ist o = 0 wegen
Vf(Xr1)Tdy = @) (ag) =0, wobei (o) := f(x + ady).
Wir setzen fiir das folgende
o <1 (47)
voraus. Falls V f(x;) # 0 und Hy, positiv definit ist, folgt aus (4.7) oy > 0 und deshalb
APk = e {Vf(xps1) — VF(xp)}Tdy

= ay(ox — 1)V f(xy)Tdy

= —ag(o — 1)V f(x)THLV f(x3)

> 0,
also auch q; # 0 und qHyq; > 0. Die Matrix Hy; ist damit durch (4.6) wohldefiniert.

Die Forderung (4.7) kann nur dann nicht erfiillt werden, wenn
pr(a) = Vf(xe + ady)Tde < VF(xi)Tdy = ¢ (0) < 0
fiir alle @ > 0 gilt. Dann ist aber

f(xp + ady) — f(xx) = / op(t)dt < aVf(x)Tdy <0 firalle a >0,
0

so dass f(xg + ady) fir o — oo nicht nach unten beschrénkt ist. Die Forderung (4.7)
bedeutet also keine wesentliche Einschrankung. Damit ist bereits der erste Teil des fol-
genden Satzes gezeigt, der besagt, dass das Quasi-Newton-Verfahren 4.10 unsere oben
aufgestellten Forderungen erfiillt.

Satz 4.11 Falls im Quasi-Newton-Verfahren 4.10 die Matrix H,, fiir ein £ > 0 positiv
definit ist, Vf(xz) # 0 und o, < 1 ist, dann ist fiir alle 9, > 0, v, > 0 die Matrix
Hy. 1 := ®(Hy, Pk, 9k, Yk, V) wohldefiniert und wieder positiv definit. Insbesondere erfiillt
sie die Quasi-Newton-Gleichung

Hy. 19, = px.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von Hy,; haben wir bereits gezeigt, so dass wir nur noch
die positive Definitheit nachweisen miissen. Seien y € R™ \ {0} ein beliebiger Vektor und
H,; = LL" die Cholesky-Zerlegung von Hy. Mit Hilfe der Vektoren

u:=L"y, v:=L"q;
lasst sich yTHy 11y wegen (4.6) so schreiben:

vTv Ty)? 1—v, 27V
: )(p¢y> — Y (uTy )2 —
P.qr/ P9k viv Prdx

T~ )2 T+ )2 T T 2
:%(U_Tu_(u V) )+(pky) +%Vk(mpky B uv)

Yy Hiy =yu'u+ (1 + YVl (pLy)(u'v)

Vv PLdk Pl VVTV
T )2 Tr)2

> (uTu_ (uTv) ) N (p;Tgy) |
viv Pk

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ergibt

u'u— >0,

mit Gleichheit genau dann, wenn u = Av fiir ein A # 0 (wegen y # 0). Fiir u # \v
ist also yHg,1y > 0. Fiir u = A\v folgt aus der Nichtsingularitdt von Hy und L auch

0 # y = A\qy, so dass
T2
yHy1y > (plﬁy) = X’pLax > 0.

PLAk

Day € R"\ {0} beliebig war, muss Hy 1 positiv definit sein.

Die Quasi-Newton-Gleichung Hy,1qs = py verifiziert man schlieklich sofort mittels (4.6).
]

Ein wesentliches Resultat ist, dass das Quasi-Newton-Verfahren im Fall einer quadrati-
schen Funktion f : R"” — R das Minimum nach hochstens n Schritten liefert, sofern die
Minimierung in ® stets exakt ist. Da sich jede geniigend oft differenzierbare Funktion f in
der Nahe ihres Minimums beliebig genau durch eine quadratische Funktion approximieren
lasst, lasst diese Eigenschaft vermuten, dass das Verfahren auch bei der Anwendung auf
nichtquadratische Funktionen rasch konvergiert.

Satz 4.12 Sei |
flx) = QXTAX +b™x+c

eine quadratische Funktion mit einer positiv definiten Matrix A € R™*". Wendet man

das Quasi-Newton-Verfahren 4.10 zur Minimierung von f mit den Startwerten xo und H

an, wobei man die Minimierungen in ® exakt durchfiihrt, so liefert das Verfahren Folgen

{xk >0, {Hi x>0, {Vf (%) } x>0, {Pk}e>0 und {q }r>0 mit den Eigenschaften:

(i.) Es gibt ein kleinstes m < n mit x,, = x* = —A~!b, das heifit, x,, ist das eindeutige

Minimum von f, insbesondere gilt also V f(x,,) = 0.

(71.) Es ist piqr > 0 und piq, = piAp, = 0 fiir alle 0 < k # ¢ < m. Die Vektoren py
sind demnach A-konjugiert.



4.4. Quasi-Newton-Verfahren 67

(711.) Es gilt piV f(x,) =0 fiir alle 0 < k < £ < m.
(i0.) Esist Hyq, = vipx fiir alle 0 < k < ¢ < m mit

g VeVha1 o Ye—1, fuirk <£-—1,
BT fiir k= € — 1.

(v.) Falls m = n, so gilt zusétzlich
H,, =H, =PDP!A !

wobei
D= diag(%,n, Vi e 7/Yn—1,n)7 P= [P07 P1,.-.--, pn—l]-
Fiir v, = 1 folgt H,, = A~L.

Beweis. Wir zeigen zunéchst induktiv, dass die Bedigungen (7i.)—(4v.) fiir ein beliebiges
m > 0 gelten, falls fiir alle j < m H; positiv definit und V f(x;) # 0 ist. Da die Aussagen
fiir m = 0 trivialerweise erfiillt sind, konnen wir annehmen, dass sie fiir ein beliebiges
m > 0 gelten. Der Induktionsschritt m — m + 1 ergibt sich nun wie folgt.

Da H,, positiv definit ist, folgt aus V f(x,,) # 0 sofort d,, = —H,,Vf(x,,) # 0 und
Vf(xm)™H,,Vf(x,,) > 0. Weil exakt minimiert wird, ist «,, die Nullstelle von

Vf (%) THin V f (Xin)
dhAd,, ’

0= vf<xm+1>Tdm = {Vf(Xm) + amAdm}Tdma Oy, =

also p,, = a,,d,,, und
Vf(&Xmi1) " Pm = oV f(Xma1)'d, = 0. (4.8)

Deshalb gilt

pIan = OédeTn{Vf(Xerﬁ - Vf(Xm)}
= —,,d! Vf(xm)
= an,Vf(xn)H,V f(x)
>0

und folglich ist H,, 1 nach Satz 4.11 positiv definit. Weiter ist fiir £ < m wegen Ap, = qx

(iv.) (iii.)
Pidm = PLADP,, = 4iPm = —nd H,, V(%) = —mYemPLVf(Xn) = 0. (4.9)

Das ist der Induktionsschritt fiir Aussage (7i.).
Weiter gilt fir £ < m

PLY () = o (Vi) + 3 @) =0
j=k+1

nach dem eben bewiesenen und Aussage (iii.). Zusammen mit (4.8) ergibt dies Aussage
(i4i.) fiir m + 1.
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Den Induktionsschritt fiir Aussage (iv.) sieht man wie folgt ein. Anhand von (4.6) verifi-
ziert man sofort

H,119m = P
Wegen Aussage (i.) fiir m+ 1 und der Induktionsvoraussetzung hat man ferner fir k£ < m

ii. iv. ii.)
P, Ak () 0, ql,Hn,qx ) Vie;m A, P “ 0,

so dass fiir k < m aus (4.6) folgt

(iv.)
H, 19 = v Ho e = Y% mPr = Vem+1Pk-

Der restliche Beweis ist nun einfach. Die Aussagen (7i.)—(iv.) konnen nur fir m < n
richtig sein, da die Vektoren pg, p1, - - ., Pm_1 linear unabhéngig sind. Aus 0 = Z;n;ol AP
folgt nédmlich durch Multiplikation mit pfA, k = 0,1,...,m — 1, wegen Aussage (ii.)
AePLAP) = 0, das heifit, A\, = 0.

Da wir bewiesen haben, dass die Aussagen (7i.)—(iv.) fiir beliebiges m gelten, solange
V f(xn) # 0 ist, muss es also einen ersten Index m < n geben mit

VfXn) =0, x,=—-A"'b,

dies bedeutet, es gilt Aussage (i.).
Fiir den Fall m = n gilt wegen Aussage (iv.) zusédtzlich H,,Q = PD fiir die Matrizen

D= diag(y(]ﬂ% T - - 7fyn71,n)7 P = [p07 | S5 7pn71]7 Q = [q07 qi,-- -, anl]-

Wegen AP = Q ergibt sich schlieklich wegen der Nichtsingularitdt der Matrix P die
Beziehung
H, = PDP 'A%

Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen. O

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Parameter -y, und v, wéahlen soll, um ein mog-
lichst gutes Verfahren zu erhalten. Aussage (v.) aus Satz 4.12 legt die Wahl 4, = 1 nahe,
weil dies D = I und folglich lim,, H,, = (V2 f (X*))il vermuten lasst, weshalb das Verfah-
ren voraussichtlich dhnlich schnell wie ein Newton-Verfahren konvergiert. Im allgemeinen
ist diese Vermutung fiir nichtquadratische Funktionen aber nur unter zusétzlichen Vor-
raussetzungen richtig. Nach praktischen Erfahrungen ist die Wahl

w=1 =1 (BFGS-Verfahren)

am besten.

Bemerkungen

1. Sowohl das DFP-Verfahren als auch das BFGS-Verfahren konvergieren superline-
ar in der Umgebung eines lokalen Minimus x*, falls f : R” — R zweimal stetig
differenzierbar ist und die Hesse-Matrix in der Umgebung von x* Lipschitz-stetig
ist.

2. Eine andere Startmatrix Hg # I ist denkbar, solange sie symmetrisch und positiv
definit ist.
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3. In der Praxis macht man gelegentlich Restarts, setzt also Hy := Hy, falls k € mZ
mit festem m € N, beispielsweise m = 100.

4. Gerade bei grofen Optimierungsproblemen stellt man die Matrix Hy nicht direkt
auf, sondern berechnet sie rekursiv aus den Vektoren { (v, vk, Pk, dk) tr>0. Damit
auch bei vielen Schritten der Speicherplatz nicht iiberhand nimmt, speichert man
nur die hochstens letzten m Vektoren. Man erlaubt also ein “Gedéachtnis” von m
Updates und ersetzt die unbekannte Matrix Hy_,,, durch Hy. Man spricht von einem
Limited-Memory-Quasi- Newton- Verfahren.

A

4.5 Nichtlineares CG-Verfahren

In Anlehnung an das CG-Verfahren aus Abschnitt 2.3 ist das nichtlineare CG-Verfahren
zur Losung von nichtlinearen Optimierungsproblemen f(x) — min definiert.

Algorithmus 4.13 (Nichtlineares CG-Verfahren)
input:  Funktion f : R” — R und Startndherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ren

@ Initialisierung: setze dg = —V f(x¢) und k£ :=0
@ lose

ap &~ argmin f(x; + ady)
aceR

® berechne

Xk4+1 -— Xk == Oékdk
_IVGw)lE B, = V&)V f (011) — VI (xi)}
IVf(xi)l3 . IV f (%) I3

Verfahren von Fletcher und Reeves Verfahren von Polak und Ribiére

di11 = =V f(Xp11) + Bredi

B

@ erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Bemerkung Ist f(x) = $xTAx — b'x + ¢ cine quadratische Funktion, dann fallen bei
exakter Minimierung in @ sowohl das Verfahren von Fletcher und Reeves als auch das
Verfahren von Polak und Ribiére mit dem CG-Verfahren zusammen. Ersteres folgt aus
Vf(xk) = Axy —b = —ry, zweiteres aus V f(x;) TV f(Xg11) = rirpy = 0. A

Lemma 4.14 Die Funktion f : D C R"™ — R sei gleichméfig konvex. Weiter sei f
differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten:

IV£(x) = V@)ll2 < Llx —yll» fiir alle x,y € D.
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Dann gilt fiir das Verfahren von Polak und Ribiére bei exakter Liniensuche in @

~d[VS(xk) 2 7197600 el

Beweis. Bei exakter Liniensuche gilt im k-ten Schritt des Verfahrens von Polak und Ri-
biére

0= Vf(Xg + Oégdg)ng = Vf(Xngl)ng fir alle ¢ < k. (410)

Daher konnen wir den Nenner in

Vf(%h1){V f(Xp11) — Vf(xz)}

= A

folgendemaften umformen:

IVfG)llz = (Br-1di—1 — di)TV f (1)

4.10
0 _a1v(x)

- —aik(xkﬂ —x)"V f(xx).

Die gleichméfigen Konvexitat impliziert

~(Xir1 = %) TV (xk) 2 pellxn = X3+ £Ox0) = f(Xra1) = pllxiss — x5,

>0

das heifst

1
IVl = —pllxrer — x5
(677
Mit Hilfe der Lipschitz-Bedingung erhalten wir daraus

L IV ll2llxetr = xillz — LIV (xrr1) ll2
1Bk < —an 5 = :
It [%k+1 — X% [3 [ T P

Dies fiihrt auf
L
[disille < [V Frr)ll2 + [ Bellldell < | 1+ 0 IV f (Xk41)]]2,

woraus dann die Behauptung folgt

Al VIk) AV ) — Bedi} TV ()
ksl V S (ki) 2 [l V F (Xr4)]2
10) Vi)l
1 ll2[Vf (k1) 2
> K
T pu+L
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Bemerkung Die geometrische Interpretation von Lemma 4.14 ist, dass beim Verfah-
ren von Polak und Ribiére die Suchrichtung d; und die Richtung des steilsten Abstiegs
—V f(xy) stets den Winkel 6 mit cos@ > p/(jn+ L) einschliefen. A

Satz 4.15 Die Funktion f: D C R"™ — R sei gleichméfig konvex. Weiter sei f differen-
zierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten:

IVI(x) =V f(y)lls < Lix —yllz fiir alle x,y € D.

Dann konvergiert das Verfahren von Polak und Ribiére mit exakter Liniensuche in @ fiir
beliebige Startnaherungen x, € D gegen das eindeutige globale Minimum x* und es gilt

4

o) = 10 < (1= o o) — S0 k=12

Beweis. Aufgrund der Minimierungsbedingung gilt fiir ein v > 0

f(Xpy1) < f(xp +vdy)

= f(xx) + ’V/ V f(xk + ytdi)Tdy dt
0
= F00) V(o) 7 [ (VS ot ) = V)Y e
0

< Fx0) + 7V F(x)Tdy 44 / IV (i 71dy) + V) ez dt

<trL]dio
< F00) + 7V S el 72 ek
Fiir die Wahl
_ _Vf(Xk)Tdk
L|[dl3
folgern wir mit Lemma 4.14
\Y% Td,)?
Flxaan) = J) < flo) = ) - T
2
< J00) = fO) = 5ol V6 = DI [

=0

Aus der gleichméfigen Konvexitat ergibt sich

pllxi = X2 < {Vf(xr) = V) } (xe = x7) < V() = V) 2llxe = xl2,
wahrend die Lipschitz-Stetigkeit impliziert

1

f(xx) — f(x¥) = / Vf(txk + (1 - f})X*)T(Xk —x")dt < gﬂxk —x*||3.

0

Setzen wir diese beiden Abschétzungen in die obige ein, so erhalten wir das Behauptete.
O
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Bemerkungen

1. Das Verfahren von Polak und Ribiére konvergiert im allgemeinen schneller als das
Verfahren von Fletcher und Reeves.

2. In der Praxis verwendet man Restarts: Wird der Winkel zwischen dem Antigradi-
enten und der Suchrichtung zu grof, etwa

_ Vf(xk)Tdy
IV f (i) 12| e[|

<7

fiir kleines v € (0, 1), dann startet das Verfahren durch einen Gradientenschritt neu.

A

4.6 Modifiziertes Verfahren von Polak und Ribiére

Nichtlineare CG-Verfahren fallen, wie auch das BFGS-Verfahren, im Fall einer konvexen
quadratischen Funktion mit dem CG-Verfahren zusammen. Allerdings sind die Quasi-
Newton-Verfahren robuster hinsichtlich der Schrittweitensteuerung. Die nichtlinearen CG-
Verfahren funktionieren umso besser, je genauer die Liniensuche in @ von Algorithmus
4.13 durchgefiihrt wird. Eine direkt zu implementierende Schrittweitensteuerung stellen
wir im folgenden modifizierten Verfahren von Polak und Ribiére vor.

Algorithmus 4.16 (modifiziertes Verfahren von Polak und Ribiére)
input:  Funktion f:R" — R und Startndherung x, € R"
output: Folge von Iterierten {xy }ren

® Initialisierung: wihle o € (0,1), 0 <y <1 <7 und setze dg = -V f(x¢), k := 0

@ setze
= |V f (k)" di|
lldkl3

® berechne

Xp41 1= X + ogdy
V f(x11) {V f (Xk11) = Vf(x2)}
IV f ()13
dit1 = —Vf(Xpy1) + Brdy

Br =

@ ist eine der Bedingungen

f&ri1) < f(xi) — oai||dill3 (4.11)
ANV f )3 < VI (Xpr1) i1 < =V f (i) I3 (4.12)

verletzt, dann halbiere o und gehe nach ®
® ist Vf(xxs1) # 0, dann erhéhe k := k + 1 und gehe nach @
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Lemma 4.17 Ist f : R™ — R stetig differenzierbar, so ist Algorithmus 4.16 wohldefiniert.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass stets d; # 0 ist und somit der Faktor a;, in @ exis-
tiert. Ware namlich d;, = 0 fiir ein k£ € Ny, so wiirde aus @ im Fall £ = 0 beziehungsweise
aus (4.12) im Fall k£ > 0 sofort V f(x;) = 0 folgen.

Es ist also nur zu zeigen, dass die Liniensuche @-@® in jedem Iterationschritt k£ € Nj
erfolgreich ist. Zu diesem Zweck nehmen wir an, dass k € Ny ein fester Iterationsindex
mit Vf(x;)Td; < 0 ist. Als erstes stellen wir fest, dass die Bedingung (4.11) wegen

f(xk + ady) = f(xx) + aV f(x)Tdy + o(@)

nach endlich vielen erfolglosen Schritten der Liniensuche immer erfiillt ist.

Als néchstes zeigen wir, dass die Bedingung (4.12) ebenfalls nach endlich vielen erfolglosen
Schritten stets erfiillt ist. Denn angenommen, dem ist nicht so. Dann gibt es eine Teilfolge
{k¢} =0, so dass fiir jedes

iy |V f (x5) T

d,, /€N
13

Yo =X+ 27

zumindest eine der beiden Bedingungen

Viy){Vf(ye) — Vf(xi)} ) 2
IV 7l dk} > VI3,

)"V S (v) — Y6}
N

erfiillt ist. Der Grenziibergang ¢ — oo liefert y, — x; und folglich gilt

ww{ _Vily) +

ww{ Vi) + L } < AV

—IVfR)l = =2V G)llz oder  — V()2 < =TIV F(xu)3-

Aus 0 < v < 1 <7 folgt dann aber ||V f(xg)||2 = 0 im Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung V f(x;)Td; < 0.

Damit ist gezeigt, dass Algorithmus 4.16 wohldefiniert ist, sofern die Abstiegsbedingung
V f(xx)Tdy < 0 fiir alle k& € Ny erfiillt ist. Fiir & = 0 gilt sie aber nach Definition von dg
und fiir £ > 0 folgt sie dann aus Bedingung (4.12). O

Lemma 4.18 Essei D C R” eine offene, beschrankte und konvexe Menge, in der f stetig
differenzierbar, nach unten beschrankt und V f zudem Lipschitz-stetig ist. Ferner sei neben
xo auch die gesamte Niveaumenge N := {x € R" : f(x) < f(x¢)} in D enthalten. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i.) Alle Iterierten x; liegen in der Niveaumenge N.

(7.) Die Folge {f(xx)}ren ist konvergent.
(73.) Es gilt limy_,o0 agl|dg||2 = 0.
) Es ist ag]|di||3 < 7%, wobei ¢ < oo eine obere Schranke von ||V f(x)||o auf der

Niveaumenge N sei.

(iv
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(v.)

Es existiert eine Konstante 8 > 0 mit

|V f(xx)Tdy|

or >0
F =T A3

fir alle k € Nj.

Beweis.

(4.)
(id.)

(ii.)

(iv.)

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Bedingung (4.11).

Die Folge {f(xx)}ren ist streng monoton fallend und aufgrund der Voraussetzung
nach unten beschrankt. Hieraus ergibt sich das Behauptete.

Aus (4.11) folgt
ooglldellz < f(xi) — f(xis1)
fiir alle £k € Ny. Der Grenziibergang k — oo liefert daher unter Beriicksichtigung
der schon bewiesenen Aussage (ii.) die Behauptung.
Aus den Schritten @-® von Algorithmus 4.16 folgt

|V f () Tdy|

2

ez < FIVF (i)l < 7e?

fir alle k € Ny.
Zum Nachweis dieser Aussage fithren wir eine Fallunterscheidung durch.

Dann ist offensichtlich

|V f(xx)Tdy|

4.13
= a3 (4.13)

(673

Dann verletzt die Schrittweite 2, zumindest eine der Bedingungen in @. Der Punkt
Zr = Xj + 204.dy, gentigt also (4.11) oder (4.12) nicht. Nach Aussage (#7.) existiert
ein K € N, so dass z, € D fiir alle k > K. Im folgenden zeigen wir Aussage (v.)
zundchst nur fiir solche k.

Fall 24: Der Punkt z;, € D verletzt (4.11).

Dann gilt
f(zr) > f(xr) — o(20)?||dll3. (4.14)

Aufgrund des Mittelwertsatzes existiert ein &, auf der Verbindungsstrecke von x;
und zg, so dass

f(zi) = f(xi) + V(&) (zr — x1) = f(xi) + 200V f (&) d. (4.15)
Aus (4.14) und (4.15) folgt daher
F(xk) + 20V £ (32)Tdy, + 200 { V f(£,)Tdx — VF(x)Tds } > fxi) — o(2ax)? || dilf5-
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von V f in D ergibt sich

200V f (x2)Tdy, + 206 L || €, — x|z [|dil2 > —0(200)%(|di[3.
A,—/

{20y ||dgll2
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Dies liefert unmittelbar

a I |V f(xe)Tdg|
T 2(L40)  ||dgl3

(4.16)

Fall 2B: Der Punkt z;, € D verletzt die linke Ungleichung in (4.12).
Wegen

(2,) {1V f(21,) — V[(xp)}
IV £ ()13

ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

IV )2 L2V (2R) = V(xe)|l2

ww{ Vi) + dk} < V@)

Idellz < =7V f(z0) 12,

das heifst, es ist

IVf(2k) = V[ (xp)ll2
IV.f (i) 13

Aus der Lipschitz-Stetigkeit von V f und der Tatsache, dass die Schrittweite oy der

Bedingung (4.12) geniigt, folgt daher nach kurzer Rechnung

oy > ¥ - DIV (x5 it |Vf(Xk)Tdk|.
- 2L|d3 - 7L |dxl|3

1+ [dxll2 > 7.

(4.17)

Fall 2C: Der Punkt z; € D verletzt die linke Ungleichung in (4.12). Es ist

(1) {V f(zr) — V(xi)}
IV £ ()3

Analog zum Fall 2B erhélt man hieraus

o L= |V f(xp)Tdy]
— 7L ||dil3

ww{ Vi) + dk} > Vi@

(4.18)

Wegen (4.13), (4.16), (4.17), (4.18) folgt Aussage (v.) mit

0 Wl 1 a-11-3
= 1min —
"2(L+0) 2L 29L |’

und zwar zunéchst fiir alle £ > K. Da nur endlich viele k ibrigbleiben, folgt Aussage
(v.) nach eventueller Verkleinerung von 6 aber auch fiir alle k£ € Ny.

O

Satz 4.19 Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.18 gilt fir die Iterierten {xy}r>o
des modifizierten Verfahren von Polak und Ribiére

Vixs) =X 0.
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Beweis. Angenommen, die Aussage des Satzes ist falsch. Dann existieren ein € > 0 und
eine Teilfolge {xy, }, so dass

IV f(xk-1)ll2 > €
fir alle £ € N. Aus der Aufdatierungsvorschrift fiir dj, und Lemma 4.18 (7v.) folgt dann

I £ o)l 9 ) — V. 1) 1
d s < Le”
||vf(Xk4_1)||§ || ke 1||2 <c+75 =

fir alle ¢ € N. Zusammen mit Lemma 4.18 (iii.) ergibt sich hieraus

[k, ll2 < IV F(xk,)l]2 +

lim akeHdkz”g =0
{—00
und weiter aus Lemma 4.18 (v.)
lim |Vf(Xke)Tdke| = 0.
{—00
Die rechte Ungleichung in (4.12) liefert daher
lim [|Vf (x,)[|2 = 0.
{—00
Weil nach Lemma 4.18 (4ii.) gilt
gli)rglo ”sz - szfl”Q = Zli)r?o O‘szl”dk‘e*ﬂ‘? =0,

schlieflen wir

IV (%k-1)ll2 < IV (xk,) = VI (K1) [l2 + 1V (k) ]2
< LIk, = Xip—1ll2 + IV (x5, [l2

l—00

— 0.

Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme, dass {||V f(xg,—1)||2}¢>0 nicht nach Null
konvergiert. O

4.7 Projiziertes Gradientenverfahren

Bislang haben wir uns mit gradientenbasierten Verfahren fiir Optimierungsprobleme oh-
ne Nebenbedingung beschéftigt. In diesem Abschnitt wollen wir nun die Situation einer
vorgegebenen Nebenbedingung in Betracht ziehen. Dazu seien f : R" — R eine stetig
differenzierbare Funktion und K C R"™ eine abgeschlossene und konvexe Menge. Wir be-
trachten folgendes Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen

minimiere f(x) unter der Nebenbedingung x € K. (4.19)

Da das Minimum auch auf dem Rand von K liegen kann, lautet im Fall von (4.19) die
notwendige Optimalitdtsbedingung fiir ein Minimum x* € K

Vf(x*)T(x —x*) >0 fiir alle x € K. (4.20)

Grundlage des projizierten Gradientenverfahrens ist die orthogonale Projektion auf die
zuléssige Menge.
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Definition 4.20 Es sei K C R"™ eine abgeschlossene, konvexe Menge. Dann ist die or-
thogonale Projektion Pg : R" — K definiert durch die Bedingung

P2 () — |2 = min [|ly — x]l>.

Der Punkt Pg(x) € K besitzt also die Eigenschaft, den kiirzesten Abstand zu einem
gegebenen Punkt x € R” zu besitzen.

Die Grundversion des projizierten Gradientenverfahren ist im folgenden Algorithmus be-
schrieben:

Algorithmus 4.21 (projiziertes Gradientenverfahren)
input:  Funktion f: R" — R, konvexe zulédssige Menge K C R” und
Startndherung xo € K
output: Folge von Iterierten {xy }ren

@ Initialisierung: wihle o € (0, 1) und setze k := 0
@ berechne den Antigradienten dy := —V f(x;) und setze oy := 1
® solange
f(PK()qC + akdk)) > f(xg) — ad%(PK(Xk + axdy) — Xk) (4.21)
setze ay 1= ay/2
@ setze Xpi1 := Pr(xg + apdg)
® erhohe k := k + 1 und gehe nach @

Fiir den Fall der Minimierung ohne Nebenbedingungen, das heifit K = R", stellt obiger
Algorithmus das klassische Gradientverfahren dar. Insbesondere geht die Bedingung an
die Reduktion des Funktionals iiber in die Armijo-Goldstein-Bedingung

fXna1) < F(xi) — 0|V f(x5)]]3-

Man kann zeigen, dass fiir das projizierte Gradientenverfahren ein «y > 0 existiert, fiir
das die Reduktionsbedingung erfiillt ist.

Lemma 4.22 Die orthogonale Projektion P g besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Es gilt (Pg(x) —x)"(Px(x) —y) <0 fiir allex € R", y € K.
(i.) Es gilt (Px(y) — Px(x))(y —x) > |Px(y) — Px(x)[3 > 0 fiir alle x,y € R, das
heifst, P ist monoton.
(iii.) Es gilt |Pr(y) — Px(x)|l2 < ||y — x]|2 fir alle x,y € R", das heift, P ist nicht
expandierend.

Beweis. (i.) Wegen der Konvexitét folgt ausy € K auch 'y := (1 —t)Pg(x) +ty € K fiir
alle t € [0,1]. Aus

Iy = x[5 = [y — Pr(x) + Px(x) - x]3
=¥ = Px)I; + [Px(x) — x5 = 2(Px(x) —x) " (Px(x) - )
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folgt aufgrund der Minimierungseigenschaft von P, dass

~

19 = Prx)[; = 2(Px(x) = x)"(Px(x) = ¥) = |¥ —x[3 = [Px(x) — x| > 0.

Einsetzen von Py (x) —y = t(Px(x) —y) fiihrt auf
tly = Pr(x)[5 — 2t(Px(x) —x)" (Px(x) —y) = 0,

was fiir t — 0 die gewiinschte Aussage liefert.

(ii.) Die bereits bewiesene Aussage (i.) impliziert

(Px(x) —x)"(Px(x) — Px(y))
(Px(y) —y)"(Px(y) — Px(x))

Zusammen fihrt dies auf

)

0
0.

IAIA

(Px(y) -y +x—Px(x))"(Px(y) — Px(x)) <0,

das ist Aussage (i1.).
(#ii.) Diese Aussage folgt sofort aus Aussage (ii.) durch Anwenden der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung. O

Bemerkung Aus der Monotonieeigenschaft (ii.) folgt wegen x, = Px(xy) fiir die neue
[terierte x11 = Pk (xk — o, Vf (Xk)) des projizierten Gradientenverfahrens, dass

1Xki1 = Xell5 < (Rep1 — %) T (X — @V [ (X) — X))
Wir erhalten daher

1
—V I (k)T (%1 = %) = —|Ixesn = x5 (4.22)
k

Dies bedeutet, dass durch die Abstiegsbedingung (4.21) des Algorithmus 4.21 tatséchlich
f(Xk+1) < f(xg) erreicht wird. A

Lemma 4.23 Fiir beliebige x € R" und d € R" ist die Funktion

IPx(x+ ad) — x||2
«

p(a) ==

fir alle & > 0 monoton fallend.

Beweis. (i.) Fir 0 < o < 8 setzen wir
u:=Pg(x+ad)—x, v:=Pg(x+pd) —x
und erhalten unter Verwendung von Lemma 4.22 (i.)

u'(u—v)={Pg(x+ad) — (x+ad) + ad} {Pg(x +ad) — Px(x+ 5d)}
< ad™{Pk(x+ad) — Pg(x+pd)}
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und analog
vi(v—u) < d{Pg(x+d) — Pg(x+ad)}.

Zusammen ergibt dies

u’(u—v) - vi(u—v)

4.2
T (423
(#i.) Weiter erhalten wir mit Lemma 4.22 (ii.)
u'(u—v) <ad™{Pg(x+ad) — Pg(x+p4d)}
=3 - ~(ad — BA){Pyc(x + fd) — Pr(x + ad)}
Q@

< —EIIPK(X +fd) = Px(x + ad)|;

<0.
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

u'v(|ullz + [[vll2) < [[allzf[vi[2([lull2 + [[v]l2),
woraus
lufl2vT(u = v) = [[uf2(u™v = [[v[2) < [[V]2([u]3 = uTv) = [[v]l2uT(u—v)  (4.24)

folgt.

(#ii.) Wir unterscheiden nun zwei Falle: Fiir u™(u—v) = 0 gilt Px(x+ad) = Px(x+4d)
und somit u = v. Hieraus folgt unmittelbar auch

[ufla  [vlls

= > = .
oty = 2 > Ik o5
Fiir den Fall uT(u —v) < 0 folgt aus (4.23)
B - vi(u—v)
a~ uT(u—v)
und aus (4.24)
vi(u—v)
vz < Hu’\zm

Satz 4.24 Die Funktion f : R® — R sei auf K stetig differenzierbar und nach unten
beschrankt. Weiter sei V f auf K gleichméfig stetig. Dann gilt fiir die Iterierten {xy }ren
des projizierten Gradientenverfahrens

lim X1 — Xkl
k—o0 (072

= 0.
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Beweis. Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es existiert zu jedem ¢ > 0
eine unendliche Teilfolge {k/}sen, so dass

||sz+1 - XIWHQ

> €
Ozk[
Dann gilt insbesondere auch
2
Xpp1 — Xp
H ”10% ol > e max{eay,, || Xk,+1 — Xk, |2} (4.25)
{4

Da die Folge {f(xx,)}sen monoton fallend und nach unten beschrankt ist, folgt aus der
Abstiegsbedingung (4.21) des projizierten Gradientenverfahrens

lim V f(xg,)"(Xk,+1 — Xi,) =0,
L—r00
was wiederum geméfs (4.22)

lim ||sz+1 - sz”%
{—00 (072

=0 (4.26)

£

nach sich zieht. Aufgrund von (4.25) erhalten wir hieraus
lim ag, =0 und lim ||xg,41 — Xk, |2 = 0.
{—r00 {—r00

Fir yg, 11 = Pr(xg, + 2ay,dy,) gilt aufgrund der algorithmischen Umsetzung des proji-
zierten Gradientenverfahrens

f(yke-l—l) > f(Xke) + va(xke)T(ykz-l—l - sz)a

also auch
F(xk,) = [(Yr1) < oV f(%p,)T(Xky — Yiept1)- (4.27)
Aus Lemma 4.23 folgt

Hyszrl - XkeH2
QOJ]W

+1 — ngHz
QOJ]W

X —xy, |12 y
” ko+1 keH2 > HX]C£+1 i XIWHQ H ky
675

&
> cay, = 5”3’1%1 — Xp,||2-

24

Weiter ergibt sich mit Lemma 4.22 (ii.)

(X1 = Xu,)T{ Xk, — g, VI (Xk,) = X, | 2> (X001 = X |13,

=*ak;Vrf(Xke)
(yszrl - szJrl)T{ Xk, — 2akzvf<xkz> - (Xk‘e - &kevf(xk‘e)) } > 0.
=*ak;vrf(xk[)

Zusammen fihrt dies auf

(X, = Y1)V (Xp,) > (X, — Xpoy11) TV [ (X1,)

1%k, 11 — X, |13
(073

14

€
> i”}%frl — X, |2
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Speziell ergibt sich wegen (4.26) auch ||yg,+1 — Xk,||2 — 0 fiir £ — oo. Die gleichméfige
Stetigkeit von V f impliziert daher

f(xk‘z) - f(yszrl) _ O(H)’k‘wrl - szH2)
(sz - yszrl)va(Xk‘z) (Xk‘z - yszrl)va(sz)
20(||yke+1 — Xk, [l2)

T e = Vel
{—00

— 0.

1—

Dies steht jedoch im Widerspruch zu der aus (4.27) folgenden Abschétzung

f&k,) = [ (Vi)

<o<l.
(X, = Yrot1)TV f (x,)

O

Bemerkung Da «a; < 1 ist, folgt aus Satz 4.24 speziell ||x.1 — Xg||2 = 0 fiir £ — co. A

Definition 4.25 Eine Menge C' C R™ heikt Kegel, wenn aus x € C' auch Ax € C folgt
fir alle A > 0. Der Tangentialkegel T»(x) von der Menge D C R"™ an einen Punkt
x € D ist der kleinste abgeschlossene Kegel, der die Menge

M:={d=y—-x:ye€D}

enthalt.

Bemerkung Es sei x € K und {y;}reny C K \ {x} eine Folge mit limy_, ., yx = x. Dann
ist
d= lim Yk~ *
koo [|yg, — x||2
offenbar im Tangentialkegel Tk (x) enthalten. Die Richtung d wird Grenzrichtung der
Folge genannt. Umgekehrt gibt es zu jedem d € Tk (x) mit ||d||s = 1 eine Folge {y }ren C
K derart, dass
d=lim Y*~*  und lim Vi = X. (4.28)
k—o0 ||yk — X||2 k—o0
Der Tangentialkegel enthélt also gerade die Grenzrichtungen von allen Folgen {yy }ren C

K\ {x} mit limy_,», yr = x. Insbesondere ist der Tangentialkegel konvex, weil K konvex
ist. A

Lemma 4.26 Fiir jeden Punkt x € K erfiillt die orthogonale Projektion PTK(X)( —
Vf(x)) der Richtung des steilsten Abstiegs auf den Tangentialkegel T (x) die folgenden
Eigenschaften:
(i.) Es gilt
2
V) Pry o (= VX)) = =[|Prceo (= V),
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(7.) Es ist

min{V f(x)'d : d € Tk(x),

< 1} = —|[Preeo (= V)|,
(73i.) Der Punkt x ist genau dann ein stationdrer Punkt des Minimierungsproblems mit

Nebenbedingungen (4.19), wenn Pr, o ( — Vf(x)) =

Beweis. (i.) Nach Definition der Orthogonalprojektion besitzt die Funktion

g(\) = %HAPTK@)( - Vi) + Vi),
ein Minimum bei A = 1. Daher gilt
g'(1) = [Prceo (= V)5 + V)P ( — VI(x)) =
(ii.) Wegen Aussage (i.) gilt
a0 (= V) + VA = IVFGIE — [|Prceo (— V)]

Fiir alle d € Tk (x) mit ||d||2 < ||Pr, (= Vf(x
Projektion

[Preio(— V) + Vi) < lld+ V)3
< Prcpo (= V)5 +2VF(x)Td + ||V F(x)[13

H2 gilt nach Definition der orthogonalen

Zusammen ergibt dies
Vi)' > =|[Preo (= V)]

Das Behauptete erhélt man, indem man d= d/HPTK(X)( Vf(x H2 setzt.

(4i.) Definitionsgeméfs ist x € K genau dann ein stationdrer Punkt, wenn V f(x)T(y —x) >
0 fir alle y € K ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass V f(x )Td > 0 fiir alle d € T (x)
ist. Aussage (ii.) impliziert, dass dies genau dann der Fall ist, wenn P, (x ( Vf(x )) 0
erfiillt ist. O

Bemerkung Ist Pz, ( — Vf(x)) # 0, so kann Aussage (ii.) des obigen Lemmas auch
als

min{Vf(x)'d : d € Tk (x), = —||Prc (= Vf(x H2 (4.29)

geschrieben werden, denn das Minimum wird fiir ||d||; = 1 angenommen. A

Satz 4.27 Die Funktion f : R — R sei auf K stetig differenzierbar und nach unten
beschrankt. Weiter sei V f auf K gleichméfig stetig. Dann gilt fiir die Iterierten {xj }ren
des projizierten Gradientenverfahrens

hm PTK G2) ( Vf(xk)) 0.
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Beweis. Zu beliebigen ¢ > 0 gibt es nach Lemma 4.26 (7i.) zu jeder Iterierten xj ein
di € Tk (xx) mit ||dgl|2 = 1, so dass

Vf(xi)Tdy, < —||Prcen (= Vi (x0) ||, + 2 (4.30)

gilt. Da dj Grenzrichtung einer zuléssigen Folge ist, gibt es ein y; € K mit

dk <e.

H Yie — X
I >

Y — Xk”Q

Aus Lemma 4.22 (i.) folgt

{xp1 — (%6 — eV f(xn) } (Kis1 — Yos1)
= {PK (Xk - Oékvf(Xk)) - (Xk - Oékvf(Xk)) }T{PK (Xk - Oékvf(xk)) - Yk+1}

<0,
was auf
RV f (%) T (%11 = Yia1) < [Xe1 = Xaell2l %1 = Y2
beziehungsweise
V)T = X)Xk — Xl
[Xkt1 = Yrsalla Qg

fithrt. Insgesamt erhalten wir deshalb

Y41 — Xi1 VI &ER) (Y k1 — Xi1)

2 HYkH - Xk+1H2

—V (%) i1 < |V F(xk) |2

— di4q

X — X
< e[V e + P =Xl
k

Die Kombination mit (4.30) ergibt

HPTK(XkH)( N Vf(Xk+1)) Hz

< —Vf(xp1) i1 + €

< V() drr + |V f(xrg1) = V()2 [[drgr |2 +€
——

=1

A

< vl + = o) - s+

WEeil € > 0 beliebig war, folgt hieraus schlieftlich

el
i [Py = V5 0) [, < Jim P22 iy 1,0 = W 70 = 0

k—00 k—o00 (072

wobei Satz 4.24 und die gleichméfige Stetigkeit von V f zur Anwendung kommt. O

In der Regel folgt aus der Stetigkeit von V f nicht, dass auch Pz, (x ( Vf(x )) stetig ist.
Um sicherzustellen, dass die Iterierten des projizierten Gradlentenverfahrens tatsachlich
gegen einen stationdren Punkt konvergieren, benotigen wir daher das folgende Resultat.
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Satz 4.28 Die Funktion f : R" — R sei auf K stetig differenzierbar. Dann folgt fiir jede
Folge {x)}ren € K mit x, — x* € K

IPriceeey (= VI [, < lim inf [|Prye ) (= Vi Gei)) |

Beweis. Aus Lemma 4.26 (i1.) folgt fiir jedes y € K

—VF(xR)T(y = x%) < ||Prycen) (= V&R ||,y — %]z,

woraus sich fiir & — oo die Ungleichung
V)T — %) < lmint [Py g ( — VFGe) | lly — %

ergibt. Zu jedem d € Ty (x*) mit ||d||s = 1 ldsst sich eine Folge {yj}ren aus K derart
finden, dass

und lim y, = x*.
k—o0
Somit erhalten wir

—Vfx*)Td < li]girolf Py (= Vf (%)

).
und daraus wegen (4.29) die Behauptung:

|Prcey (= VF(x))]|, = max{-Vf(x*)d:d e TK x*
< liminf || Pry e (= )Hz

=1}

O

Bemerkung Die Kombination der Sétze 4.24, 4.27 und 4.28 liefert die folgende Aussage:
Ist die zuldssige Menge K C R™ konvex und abgeschlossen und ist die Funktion f :
R" — R auf K stetig differenzierbar mit gleichméfig stetigem Gradienten und nach
unten beschrénkt, dann gilt fiir jeden Haufungspunkt x* € K der Iterierten {xy }ren des
projizierten Gradientenverfahrens 4.21

PTK(x*)( — Vf(X*)) =0.

Geméf Lemma 4.26 (4i.) bedeutet dies, dass x* ein stationdrer Punkt ist. A
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