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Aufgabenblatt 11

Aufgabe 1. (Fouriertransformation) Die Laplacegleichung fiir die obere Halbebene lau-
tet Diu(z,y) + dju(r,y) =0 (z,y € R,y > 0). Sei f € L'(R) vorgegeben. Bestimmen
Sie mithilfe der Fouriertransformation beziiglich der Variablen z eine Losung u dieser
Gleichung, die ausserdem folgende Randbedingungen erfiillt:

u(x,0) = f(x) firallez € R und ’ h)I‘Il u(z,y) =0. (4 Punkte)

z,y)|—o0

Aufgabe 2. (Potenzreihenansatz) Seiv > 0 vorgegeben. Bestimmen Sie eine analytische
Losung J, der Differentialgleichung

2

f@) + @)+ (1= 5@ =0 (5>0),

die in der Ndhe von x = 0 beschrankt bleibt, indem Sie den Potenzreihenansatz f(z) =
z¥ (14 Y22, ara®) verwenden, und fiir die Koeffizienten a;, rekursive Bedingungen her-
leiten. Finden Sie dann eine explizite Beschreibung der a; und iiberpriifen Sie, dass der
Konvergenzradius Ihrer Reihe oo ist. (4 Punkte)

Aufgabe 3. (Nullstellen von Fundamentallosungen) Seien a < b gegeben und f €
C?([a, b], R) eine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung,
wobei f nicht iiberall verschwinden soll. Begriinden Sie, dass dann alle Nullstellen von f
einfach sind (d.h. ist f(z¢) =0, so ist f'(x¢) # 0) und sich nirgends haufen. (3 Punkte)

Aufgabe 4. (Nullstellenvergleichssatz) Fiir u,v € C*([a,b],R) gelte
u(z) = q(x)u(z) und v'(z) = q(z)v(z) VY € la,b].

Dabei seien ¢, qp stetige Funktionen auf [a,b] mit ¢(x) < go(z) fir alle x. Seien weiter
a < [ zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von v, also v(z) # 0 fiir alle x € (a, ).
Beweisen Sie: u hat eine Nullstelle zwischen o und f.

Hinweis: Untersuchen Sie das Vorzeichen von W = uv’ — u'v auf |« 3]. (4 Punkte)
Aufgabe 5. (Besselfunktionen) Bezeichne J, die v-te Besselfunktion (siche Aufgabe 2).

(a) Rechnen Sie nach, dass die Funktion u(z) = v/z J,(x) (fiir z > 0) folgende Differenti-
algleichung 16st:

(b) Zeigen Sie mithilfe der in Aufgabe 3 und 4 formulierten Aussagen, dass die Bessel-
funktionen die in Bemerkung 4.4.1 aufgezdhlten Eigenschaften haben. (5 Punkte)

Abgabe: Donnerstag, den 17. Mai 2018, bis 12.30 Uhr im Fachbereich Mathematik an
der Spiegelgasse 1.



