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Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1. (Dirichletproblem) Sei u die harmonische Fortsetzung einer stetigen Funk-
tion f, definiert auf dKx(p) C R* (mit p = (x¢,yo)) aufs Innere der Kreisscheibe. Zeigen
Sie:

,

u(xo + 1 Ccosp, Yo + rsing) = % + Z (E> (an cosny + by, sinngp) .

Dabei bezeichnen a,,b, die Fourierkoeffizienten von f, aufgefasst als Funktion von ¢.
Finden Sie nun eine Losung des Dirichletproblems auf der Kreisscheibe von Radius 5 um
den Nullpunkt fiir die Randwerte f(z,y) = 2?y? + 1022 fiir 22 + y? = 25. Wie lautet eine
entsprechende holomorphe Funktion, die u als Realteil hat? (5 Punkte)

Aufgabe 2. (Dirichletproblem auf Streifen) Zeigen Sie, dass die zweidimensionale La-
placegleichung Au(x,y) = 0 im Streifen 2 := {(z,y) | 0 < y < 1} mit der Randbedingung
u(z,0) = u(x,1) = 0 fiir alle z € R, unendlich viele linear unabhéngige Losungen besitzt.
Wieso ist dies kein Widerspruch zum Maximumsprinzip? (4 Punkte)

Aufgabe 3. (Invarianz des Laplaceoperators) Zeigen Sie, dass der Laplaceoperator in-
variant ist unter orthogonalen Basiswechseln und Verschiebungen. Das heisst: fiir alle
u € C*(R"), b € R” und jede orthogonale n x n—Matrix A gilt:

A((u(Az +0)) = (Au)(Az +b) fiir alle z € R™.

Fiir n = 2: Wieso hat der Differentialoperator D = 0, + 0, nicht diese Eigenschaft?
(3 Punkte)

Aufgabe 4. (Glattheit) Die stetige Funktion u:Q C R* — R erfiille die Mittelwert-
eigenschaft, das heisst, fiir jede abgeschlossene Kreisscheibe Kg(p) C Q2 gelte

1 27 ]
ur) = 5= [ ulp+ R dp

Sei weiter g eine rotationssymmetrische, beliebig oft differenzierbare Funktion mit Trager
K(0) und [, 9 (z,y)d*(z,y) =1 (siche Aufgabe 1, Blatt 7). Zeigen Sie zuerst

(u=g)( / / p—1re?) g(re)rdrdp = u(p) falls Kg(p) C Qund e < R.
Schliessen Sie hieraus, dass u bereits beliebig oft differenzierbar ist. (4 Punkte)
Aufgabe 5. (Poissonformel) Sei Q = Kp(0) € R? und v € C1(2) N C%(2) harmonisch
auf €. Zeigen Sie (mithilfe der Cauchyformel), dass dann fiir alle p € Q gilt:

! Bl u(q) ds(q) .

u(p) = ——
(p) 2R Joxpo) Ilp—all? (4 Punkte)

Abgabe: Donnerstag, den 3. Mai 2018, bis 12.30 Uhr im Fachbereich Mathematik an
der Spiegelgasse 1.



