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Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1. (Kiirzeste Wege im Raum) Seien p,q € R™ vorgegebene Punkte. Bezeichne
Z die Menge der zweimal stetig differenzierbaren Wege 7: [0, 1] — R" von p = ~(0) nach
g = (1), und sei I(y) = fol |17/ (t)]| dt die Weglange. Stellen Sie die Euler-Lagrange-

Gleichungen dazu auf und zeigen Sie, dass der kiirzeste Weg in Z der Geradlinige ist.
(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Extrema unter Nebenbedingung) Bestimmen Sie die lokalen Maxima, Mini-
ma und Sattelpunkte der Funktion f(z,y, 2) = 2*+y*+2? auf der Einheitskugeloberfliiche
in R3, definiert durch g(x,y,2) = 22 +¢y* + 2% = 1.

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz V f(p) = AVg(p) (fiir ein A € R). (4 Punkte)

Aufgabe 3. (Kettenlinie) Die Form, die eine an zwei Punkten gleicher Hohe im Abstand
2a aufgehéngte, homogene Kette vorgegebener Lange [ annimmt, bezeichnet man als
Kettenlinie. Die entsprechende Funktion ¢ € C?[—a, a] mit p(—a) = p(a) = 0 realisiert

das Minimum von
I(p) = / (@) VI T (P (@) da

unter der Nebenbedingung N(¢) := [ /1 + (¢'(x))?dz = L. Dabei sind @ > 0 und L >
2a vorgegeben. Stellen Sie die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung (in der vereinfachten
Form und mit Lagrange-Multiplikator) auf und bestimmen Sie deren allgemeine Losung.

Gibt es zu den Randbedingungen und der Nebenbedingung immer eine eindeutige Losung?
(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Laplaceoperator in Polarkoordinaten) Sei u = u(x,y) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion, definiert fiir 22 4+ y* < 1, und sei U(r, ¢) := u(r cos ¢, rsin p)
fiir 0 <r <1 und 0 < ¢ < 27. Rechnen Sie mithilfe der Kettenregel nach, dass dann fiir
alle r, ¢ gilt:

2 1 1 2
(A)(reos g rsing) = 52 () + L5 000) + 55 (g). (4 Punkte)
Aufgabe 5. (Laplaceoperator und Koordinatenwechsel)

0 -1
1 0

u(A- (g)) Rechnen Sie nach, dass Av(z,y) = (Au)(A - (i)) Gilt das Entsprechende

(a) Sei A = und u(z,y) = 52° — zy. Bestimmen Sie die Funktion v(z,y) =

auch fiir den Differentialoperator D = 0, — 0,7

(b) Sei jetzt u(z,y) eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion in zwei Varia-
blen, b € R?, A eine Dreh- oder Spiegelungsmatrix. Zeigen Sie:

A((u(A (;j) + b)) = (Au)(A <§> +b) fiir alle z,y € R. (4 Punkte)

Abgabe: Donnerstag, den 2. Mai 2019, bis 12 Uhr im Mathematischen Institut.



