Mathematik II fiir Naturwissenschaften Dr. Christine Zehrt

27.02.20 Ubung 2 (fiir Pharma/Geo/Bio/Stat) Uni Basel

Besprechung der Lésungen: 10./11. Mérz 2020 in den Ubungsstunden

Aufgabe 1

(a) Der Ticketpreis fiir einen Flug von Basel nach London hat in den letzten drei Jahren
zweimal aufgeschlagen, das erste Mal um 2,5% und das zweite Mal um 3,2%. Um
wieviele Prozent hat sich der Ticketpreis insgesamt erhoht?

(b) In den USA leben 4 % der Weltbevolkerung. In den USA werden aber 40 % der weltweit
produzierten Pharmazeutika konsumiert. In welchem Verhéltnis steht der Pharmakon-
sum eines Einwohners der USA zum Pharmakonsum eines anderen Weltenbiirgers?

Aufgabe 2
(a) Skizzieren Sie das Streudiagramm und bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten 7,

fiir die folgenden Wertepaare (x;,;) (fiir (i) von Hand, fiir (i) und (iii) mit Excel 0.A.).
(i) (2,2), 3,1), (5,3), (6,4)
(i) (1,5), (2,3), (3,4), (5,2)
(iii) (1,5), (2,2), (3,1), (4,2), (5,5)
(b) Berechnen Sie die Regressionsgerade fiir die Wertepaare (i).

(c) Vertauschen Sie z; und y; in (i), d-h. betrachten Sie die Wertepaare (2,2), (1,3), (3,5),
(4,6). Andert sich der Korrelationskoeffizient? Andert sich die Regressionsgerade?
Erklaren Sie, warum ja, bzw. nein.

Aufgabe 3
Gegeben seien die xz-Werte 1 = —2, 20 = —1, 23 =0, 24 = 1 und x5 = 2
(a) Bestimmen Sie je zwei Reihen von y-Werten y1, . .., y5 so, dass der Korrelationskoeffizient
der Wertepaare (x1,y1), ..., (25,ys) gleich
(i) +1 (i) —1 bazw. (iii) 0 ist.

(b) Die y-Werte seien durch die Funktion y; = 2? + 1 definiert. Es besteht also ein funk-
tionaler Zusammenhang. Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten fiir die Wertepaare

($17y1)7 ey ($57y5)-

Aufgabe 4

Die folgende Tabelle zeigt die Priifungsresultate von zehn Pharmaziestudenten in den Fachern
Mathematik und Physik. Dabei ist x; = Punktzahl in der Mathematikpriifung von Student 4
und y; = Punktzahl in der Physikpriifung von Student ¢. Die maximal erreichbare Punktzahl
war jeweils 50.

x; |44 1451293550 8 | 45|41 |32 38
vi |49 1281 9 | 2632|2028 26|23 | 28

Ordnen Sie den Punktzahlen Rénge zu und bestimmen Sie den Rangkorrelationskoeffizienten.



Zusatzaufgaben

Aufgabe 5
Gegeben sind die folgenden Wertepaare (x;,y;):

z 122133445
v 21324354

(a) Skizzieren Sie das Streudiagramm.

(b) Geben Sie eine Vermutung fiir die Gleichung der Regressionsgeraden an und iiberpriifen
Sie sie rechnerisch (von Hand oder mit Excel 0.A.).

Aufgabe 6
Der Luftdruck nimmt mit zunehmender Hohe iiber dem Meeresspiegel ab. Auf Grund theo-

retischer Uberlegungen weiss man, dass bei Voraussetzung einer konstanten Temperatur bis
in die Hohe von ca. 100 km zwischen der Héhe A (in km) und dem Luftdruck p (in Hektopascal
hPa) die barometrische Hohenformel

p=ce

mit Konstanten a > 0 und ¢ > 0 gilt.
Sechs Messungen haben die folgenden Werte ergeben:

hi 0 1 2 3 4 5
p; | 1013 | 899 | 795 | 701 | 616 | 540

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe einer linearen Regression die Konstanten a und ¢ (so dass die
barometrische Hohenformel die Messungen gut approximiert).

(b) Wie gross ungefihr ist der Luftdruck in 6 km Hoéhe? In welcher Hohe betragt der Luft-
druck nur noch etwa 200hPa?

Aufgabe 7

(a) Zwei Personen miissen 4 Nahrungsmitteln, ndmlich Schokolade, Pfannkuchen, Rosti und
Fenchel, geméass ihrer Beliebtheit Rénge zuordnen. Person A verteilt die Rénge in der
Reihenfolge 1, 2, 3, 4; Person B verteilt die Rénge genau in umgekehrter Reihenfolge 4,
3, 2, 1. Berechnen Sie den Rangkorrelationskoeffizienten rg.

(b) Zwei Personen miissen n Nahrungsmitteln geméss ihrer Beliebtheit Rénge zuordnen. Per-

son A verteilt die Rédnge in der Reihenfolge 1,2, ..., n; Person B verteilt die Rdnge genau
in umgekehrter Reihenfolge n,n—1,...,1. Berechnen Sie den Rangkorrelationskoeffizien-
ten rg.

Aufgabe 8

Beweisen Sie die Gleichung fiir die Kovarianz




Losungshinweise

Aufgabe 1
(a) Analog zum 3. Beispiel auf Seite 16 des Skripts.

(b) Am einfachsten denkt man sich eine Modellwelt mit zum Beispiel 100 Einwohnern und 100
Pillen. Da es nur um Verhéltnisse geht, spielt die Wahl der Einwohner- und Pillenzahlen
keine Rolle.

Aufgabe 2
Analog zum 1. Beispiel auf den Seiten 20-21 und 27 des Skripts.

Aufgabe 3
(a) Fiir 5, = £1 mit Hilfe von Satz 2.1. Wie gross muss die Steigung der Regressionsgeraden
sein, damit r,, = 07

(b) Ist der Zusammenhang linear?

Aufgabe 4
Analog zum Beispiel auf Seite 23 des Skripts.

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe)
Analog zu den Beispielen auf den Seiten 27-28 des Skripts.

Aufgabe 6 (Zusatzaufgabe)
(a) Analog zum Beispiel auf den Seiten 28-29 des Skripts.

(b) Einsetzen in die unter (a) gefundene Gleichung.

Aufgabe 7 (Zusatzaufgabe)
(b) Zum i-ten Rang der Person A gehort der (n—i+1)-te Rang der Person B. Zur Umformung
der Summe der Rangdifferenzen im Quadrat sind die folgenden Summen hilfreich:

22 n+1(2n—i—1) ZZ_ n+1

Aufgabe 8 (Zusatzaufgabe)
Analog zur Herleitung der Gleichung fiir die Varianz (Satz 1.2) auf Seite 14 des Skripts.



Ergebnisse

Aufgabe 1

(a)

(b)

Um 5,78%  (nicht um 5,7% =2,5% + 3,2%!)
Denn ist zg der urspriingliche Ticketpreis, dann ist der Ticketpreis nach den beiden
Erhohungen gegeben durch 1,032 -1,025 - zg = 1,0578xy.

Im Verhaltnis 16 : 1.

Rechnung mit Modellwelt (100 Einwohner, 100 Pillen):
In den USA leben 4 Personen, die 40 Pillen konsumieren, also 10 pro Einwohner. In
der restlichen Welt leben 96 Einwohner, die 60 Pillen konsumieren, also % = 0,625 pro

Einwohner. Das Verhéaltnis ist demnach % = 16.

Rechnung ohne Modellwelt:
Seien e die Anzahl Einwohner und p die Anzahl Pillen. Dann konsumieren in den

USA 0,04e Einwohner 0,4p Pillen, also % = 102 Pillen pro Einwohner. In der
0,6p

restlichen Welt werden 555 = 0, 625% Pillen pro Einwohner konsumiert. Wir erhalten
das Verhéltnis 102 : 0,6252 = 16.

Aufgabe 2

()

(b)
(¢)

O € R A )
(i) 72y = 0,849 (ii) 74y = —0,832 (iii) 74y = 0

— 3 1
Y=35T+ 15

T2y bleibt unverandert, da die Formel fiir r,, unverandert bleibt bei einer Vertauschung
der x; mit den y;.

Das Streudiagramm fiir die vertauschten z- und y-Werte erhélt man durch Spiegeln
des urspriinglichen Streudiagramms an der Geraden y = z. Berechnet man jedoch die
Regressionsgerade fiir die vertauschten Daten, so erhédlt man die Gerade y = gx + 1.
Dies ist nicht die urspriingliche an der Geraden y = x gespiegelte Regressionsgerade
(diese hat namlich die Gleichung y = gac — %) Das ist auch so zu erwarten, da mit
den urspriinglichen Daten die Abweichungen der y; minimiert werden, nach Vertauschen

jedoch die Abweichungen der z;.

Aufgabe 3

(a)

(i) Zum Beispiel y; = x; oder y; = 2z; + 1 fir i = 1,...,5.
Allgemein gilt r,y = +1 <= y; = ax; +bmit a >0

(ii) Zum Beispiel y; = —z; oder y; = —2z; + 1 firi =1,...,5.
Allgemein gilt rpy = =1 <= y; = azx; +bmit a <0



(iii) Zum Beispiel y1 =y3 =ys = -1, ya=ys=loder y1 =ys=ys =2, y2 =y4 =0
Man muss y1, . .., ys so wahlen, dass die Regressionsgerade parallel zur x-Achse verlauft,
also Steigung Null hat (denn fiir ; nicht alle gleich und y; nicht alle gleich ist 75, = 0
& ¢y =0 & (Steigung der Regressionsgerade) = 0)

(b) ray =0
(Der Korrelationskoeffizient gibt nur Auskunft iiber einen linearen Zusammenhang!)
Aufgabe 4
6-23
=1-——=10,861
'S 10- (100 — 1)

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe)
(a)

(b) Die Punktwolke ist spiegelsymmetrisch zur Geraden y = z. Die Regressionsgerade ist
jedoch nicht diese Gerade, sondern die Gerade y = %x + 1. Dies kommt daher, da
die Formel zur Berechnung der Regressionsgeraden (d.h. die Steigung a = CS“”—Qy) nicht

symmetrisch in z und y ist.

Aufgabe 6 (Zusatzaufgabe)
(a) Logarithmieren der barometrischen Hohenformel ergibt die Gleichung

In(p) = —ah + In(c) .

Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen den Werten h; und In(p;).
Fir die Messwertpaare

h; 0 1 2 3 4 5
In(p;) | 6,9207 | 6,8013 | 6,6783 | 6,5525 | 6,4232 | 6,2916

erhalten wir die Regressionsgerade
In(p) = —0,1259 h + 6, 9260 .
Damit gilt a = 0,1259 und ¢ = %9260 = 1018, 4.

(b) p=ce " ~478,5hPa und h = LIn(£) ~ 12,9 km



Aufgabe 7 (Zusatzaufgabe)
(a) r¢ =1— 415 <20 = —1.

(b) Wie im Hinweis bemerkt, gehort zum i-ten Rang der Person A der (n — i + 1)-te Rang
der Person B. Die Rangdifferenz ist damit d; =i — (n —i+ 1) = 2i — (n + 1). Es folgt

n

fjdg - Z(2z’—(n+1))2:i<4i2—4i(n+1)+(n+1)2)
i=1

i=1 =1
n n n
= 4) =4+ i+ (n+1)°) 1.
=1 =1 =1

Durch Einsetzen der im Hinweis gegebenen Summen erhalten wir:

1
ZdQ nn+1)2n+1) —2n(n+1)2+n(n+1)2 = gn(n? —-1)
6 = 6 n(n? —1)
—1-—— N #=1- : =-1
— s n(n? —1) Z: ! n(n?—1) 3

Aufgabe 8 (Zusatzaufgabe) n
Durch Ersetzen der Summen Z x; =nx und Z y; = ny erhalten wir
i=1 i=1

n

(n—1)cgy = Z(xzyz — Ty — TYi + f?)

= szyz —ﬂziﬂi —szﬁ-fyzl
i—1 i—1 i=1 i=1

= inyi —ynxT —TNY +TYNn
i=1

n
= ) miyi —nTy.
=1

Division durch n — 1 ergibt die gewlinschte Gleichung.



